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MÉMOIRE 

Sur  les  simplifications  que  peu^'ent  apporter  les  cluingenients 
de  coordonnées  dans  les  (juestions  relatives  au  mouvement 
de   la  chaleur; 

Par    m.    J.    BERTRA\D. 


Les  équations  qu'il  faut  intégrer  pour  déterminer  les  lois  d«  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  un  corps  de  forme  quelconque  contiennent 
quatre  variables  indépendantes,  le  temps  et  les  trois  coordonnées  qui 
déterminent  la  position  d'un  point.  Lorsque  l'on  connaît  à  priori 
les  surfaces  isothermes,  ces  trois  coordonnées  peuvent  être  remplacées 
par  un  seul  paramètre,  ce  qui  simplifie  notablement  le  problème. 

Les  deux  seules  questions  relatives  au  mouvement  de  la  chaleur  daii> 
lesquelles  on  ait  fait  usage  de  ce  moyen  de  simplification  sont  celles 
de  la  proj)agation  de  la  chaleur  dans  une  sphère  ou  dans  un  c\lindre  à 
base  circulaire,  lorsque  les  tenipératures  initiales  ne  dépendent  que 
de  la  distance  au  centre  ou  à  l'axe.  M.  Lamé  a  traité  aussi,  par  <'efte 
méthode,  ime  question  importante  relative  aux  températures  perma- 
nentes, et  il  a  fait  voir,  en  général,  que  la  connaissance  des  surfaces 
isothermes  permet  d  exprimer  sous  forme  d'uifégrale  déBnic  la  tem- 
pérature de  chaque  point. 

Tjmc  XIV.  -  Janvier  184.)  ' 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Dans  ce  Mémoire,  j'ai  résolu  les  deux  questions  suivantes  : 

i".  Dans  quels  cas  est-il  possible  de  ramener  l'équation  du  mouve- 
ment de  la  chaleur  à  ne  contenir  que  deux  variables  indépendantes,  le 
temps  et  un  seul  paramètre  relatif  à  la  position  du  point  considéré,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  quels  sont  tous  les  systèmes  de  surfaces  qui 
jouissent  de  la  propriété  de  rester  isothermes  pendant  toute  la  durée 
du  refroidissement  d'un  corps,  pourvu  qu'elles  le  soient  au  commen- 
cement? 

2".  Dans  quels  cas  est-il  possible  de  ramener  l'équation  du  mou- 
vement de  la  chaleur  à  ne  contenir  que  trois  variables  indépendantes, 
le  temps  et  deux  paramètres  relatifs  à  la  position  du  point  considéré, 
on,  ce  qui  revient  au  même,  quels  sont  tous  les  systèmes  de  lignes 
qui  jouissent  de  la  propriété  de  rester  isothermes  pendant  toute  la 
durée  du  refroidissement  d'un  corps ,  pourvu  qu'elles  le  soient  au 
commencement  ? 

Je  prouve  que  la  première  condition  ne  peut  être  remplie  que  si  les 
surfaces  isothermes  sont  des  sphères  ou  des  cjlindres;  la  seconde 
exige  que  les  lignes  isothermes  soient  des  cercles  ou  des  hélices. 

J'ai  traité  aussi  le  cas  où  l'on  demanderait  qu'une  même  série  de 
surfaces  restassent  isothermes  pendant  le  refroidissement  d'un  corps, 
pour  un  état  initial  convenablement  choisi.  Je  prouve  qu'une  infinité 
de  systèmes  différents  satisfont  à  cette  condition ,  et  qu'ils  présentent 
tous  ce  caractère  particulier  que,  pendant  la  durée  du  refroidisse- 
ment, les  températures  de  deux  points  quelconques  conservent  im 
rapport  constant.  La  sphère  et  le  cylindre  font  seuls  exception  à  ce 
dernier  théorème. 

I. 

i.  L'équation  qui  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  est,  en 
prenant  pour  unité  le  coefficient  que  Fourier  désigne  par  R, 

.    .  dv  fi'-v  d'i>  il^v 

Cherchons  d'abord  la  condition  pour  qu'on  puisse  substituer  aux  trois 
coordonnées  x,  y,  z  un  seul  paramètre  )..  Supposons,  pour  cela, 


PURES  ET  APPLIQUEES, 
que  v  soit  fonction  seulement  de  t  et  de  X;  on  aura 

eiv  (If    d'i.         dv  dv   d'i.         do  dp    d'i. 

dx         d\  rf.r'      dy        d')  dy        dz         d\  dz 


dv    d  > 
d't.  dy 


d'v  _   dU^fdiy         (lv_   dn  d-r  _  d'y  /d'A" 

d--v  __  dv  /diy        dv    .-/  ) 
'dF'~'dV\dzj    '^  dï  ~dz" 

ce  qui  met  l'équation  (i)  sous  la  forme 

,  ,      dv     du']-/d>Y-     fdiy     /diyi     dv  fd\     di     rf-À\ 
(^^      dt  =  lv  \\di)  +  (dp)  +  U )  J  +  rf>  (tï?  ^  -rfiF  -^  -^j • 


Pour  que  jc ,  j,  z  disparaissent  de  cette  équation,  il  faut  que  l'on  ait 

d-l  d  \  d') 

dx'  dy'  dz' 


,„.  (•/■),  d  \  d').  „  ,. 


F  et  F,  étant  des  fonctions  quelconques. 

2.  L'équation  (4)  a  une  signification  géométrique  très-simj>le.  Ell<' 
exprime  que  deux  surfaces  infiniment  voisines,  correspondant  à  des  va- 
leurs infiniment  peu  différentes  de  X,  sont  partout  également  distantes. 
On  sait,  en  effet,  que  si  X  =  y  (^>^j  z)  représente  une  série  de  sur- 
faces, la  distance  de  celles  qui  correspondent  aux  paramètres  X  et 
X  -f-  rfX  est  exprimée,  en  cbaque  point,  par  la  formule 

rfX 


\/m*m-(ièï 


Si  donc  léquatiou  (4)  est  satisfaite,  cette  distance  sera  constante  pour 
tous  les  points  d'une  même  surface  (*  j.  11  résulte  de  cette  remarque. 

[*]  Si  l'on  contestait  la  rigueur  de  ce  raisonnement,  on  ponriail  lui  substituer  If  s 
considérations  suivantes  : 
L'équation 

/,/\\'-      /r/w       /,i;\- 


(ê)^-(ïy-©=-'; 
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que  les  surfaces  qui  répondent  aux  mêmes  valeurs  de  X  sont  parallèles-^. 
c'est-à-dire  qu'on  pourrait  obtenir  l'une  quelconque  d'entre  elles  en 
portant  sur  les  normales  de  l'ime  d'elles  des  longueurs  constantes.  On 
sait  que  de  pareilles  surfaces  ont  les  mêmes  normales,  et  que  les  rayons 
de  courbure  aux  points  correspondants  ont  une  différence  égale  à  la 
distance  de  ces  points. 

5.  En   divisant  membre  à   membre    les  équations  (3)   et   (4/,    on 
trouve 

tV-K        ,l_j_        tTl 
7^  "^  ^  "^  rf?         _  F  (>.) 
VT'  ~  F,  (>)■ 


(£)--®)'-®' 


Cette  équation  exprime,  ce  qui,  du  reste,  est  évident  à  priori,  que 
les  surfaces  considérées  doivent  être  aussi  isothermes  dans  le  sens  que 
M.  Lamé  attache  à  cette  dénomination,  c'est-à-dire  qu'elles  doivent 
être  isothermes  dans  un  corps  en  équilibie  de  température;  ces  siu- 
faces  doivent  donc  satisfaire  à  la  condition  que  j'ai  donnée  dans  mon 
Mémoire  sur -les  surfaces  isothermes  orthogonales,  et  qui  consiste  en 


peut  être  remplacée  par 


l¥)-^U)='' 


en  posant  À=inr/.,j  et  [o  {X,)p=  F,  [ct(à,)]. 

Pour  intégrer  l'équation  (a),  occupons-nous  d'abord  de 


Cette  équation  ,  considérée  comme  ayant  lieu  entre  les  coordonnées  jt,  j,  '/.,  d'un  point , 
représente  une  surface  développable  dont  la  normale  fait  en  chaque  point,  avec  l'axe 

des  À,,  un  angle  dont  le  cosinus  est Cette  surface  a  évidemment  pour  arête  de  re- 

liroussenient  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  base  quelconque  et  dont  chuipie  eU-- 

juenl  fait  avec  le  plan  de  la  base  un  an^le  avant  pour  tangente  -^-  Or  les  sections  d'iinr 

pareille  surface  par  des  plans  perpendiculaires  aux  arêtes  du  cylindre  (sections  qui  oui 
pour  équation  >,=:  constante)  sont ,  comme  on  sait ,  les  développantes  de  la  section  droite 
•lu  cylindre,  par  consi'([uent  des  courbes  parallèles  entre  elles,  et  l'on  voit  sans  peine 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

ce  que,  si  l'on  désigne  par  s  la  longueur  comptée  à  partir  d'une  sur- 
face fixe  sur  une  ligne  coupant  toutes  les  surfaces  à  angle  droit,  et 
|)ar  R,  /•  les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'une  des  siufaces  à 
l'extrémité  de  la  ligne  s,  l'expression 

4' s 

'dv    _  ds  /i         i\ 

H}         rf>  'r  "^  7) 

doit  être  fonction  du  seul  paramètre  À. 

'Dans  le  cas  actuel  ,  la  ligne  s  est  droite  et  sa  longueur  ne  dépend 

évidenunent  que  de  >,  ;  il  en  sera  donc  de  même  de  -jr  et  — — •  On  con- 

dut  de  là  que  -  H —  ne  doit  dépendre  aussi  que  de  ).,  c'est-à-dire  que 

cette  somme  doit  être  constante  sur  une  même  surface  isothernu'. 

Si  nous  désignons  par  R,  ,  r, ,  Ro,  r^  les  rayons  de  courbure  princi- 


(|iie  les  deux  sections  >:  =  a,  V,  :=  p  sont  des  courhes  parallèles  dont  la  dislance  l'st 
.■i;ale  à  (a  —  p). 

Si  nous  reprenons  inainlenant  l'équation 


(èy-^c^)'+('£^)'=="' 


je  dis  (|ue  les  deux  surfaces  (|ui  ont  pour  équations  >,  =  a,  '*,  rr  p  sont  paialléleN.  ?>i . 
•^n  effet,  nous  posons  — — '  =  o  dans  cliacune  de  ces  surfaces,  nous  aurons 


et  A,  :=z,  A,  =  ^  représenteront,  d'après  ce  qui  précède,  tieu.x  courbes  parallilt> 
situées  sur  le  plan  des  .rj-  dont  la  distance  sera  (a  —  P)  :  ce  qui  prouve  que  les  rv- 
lindres  circonscrits  aux  deux  surfaces  parallèlement  à  l'axe  des  :  sont  parallèles  <i 
situes  à  la  dislance  (a  —  S).  Mais  le  premier  membre  de  (a)  ne  cliange  pas  quand  on 
change  de  coordonnées ,  jiourvu  (|ue  les  axes  restent  rectangulaires:  deux  cvlinilres 
lir.onscrits  parallèlement  à  une  droite  quelconciuc  seront  donc  parallèles  et  situés  à  une 
distance  constante  (a  —  p).  Si  donc  l'on  considère  la  première  surface  comme  l'enveloppa 
d'un  cylindre  ,  l'autre  sera  l'enveloppe  d'un  cylindre  parallèle  situe  à  celte  distance 
fixe  du  premier,  et  coïncidera,  par  conséquent,  avec  une  surface  parallèle  à  la  pre- 
mière située  à  la  distance  (a  —  p). 
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paux  en  deux  points  déterminés  d'une  même  surface ,  les  rayons  re- 
latifs »iix  points  correspondants  de  la  surface  parallèle  située  à  la 
distance  s  seront  R,  +  ^,  r,  +  s,  R,  +  i',  r^  +  s,  et  l'on  devra  par 
conséquent  avoir,  quel  que  soit  s, 


Chassant  les  dénominateurs  de  cette  équation,  il  vient 

s"  (Rj  -H  r,  -  R,  —  r.)  +  R,  r^  (R,  +  r,)  -  R,  r,  (Rj  -+-  /-,)  =  o  ; 

et.  conune  s  désigne  une  quantité  arbitraire,  on  en  conclut 

R,  +  r,  =  R2  +  r\,     R,  r,  (R^  +  i\)  =  (R,  +  /•,)  Rj  r., , 
d'où  l'on  déduit  évidemment 

R,  =:R,,      r,  =  /v,. 

Les  deux  rayons  de  courbure  sont  donc  constants  en  tous  lés  pomts 
d'une  même  surface  isotherme,  et  cette  surface  est,  par  suite,  une 
sphère  ou  un  cylindre  droit  à  base  circulaire.  Les  surfaces  parallèles 
sont  des  sphères  concentriques  ou  des  cylindres  de  même  axe. 

II. 

4.  Supposons  maintenant  que  l'on  ne  demande  plus  que  les  coor- 
données j:,  ^,  z  disparaissent  d'elles-mêmes  de  l'équation  (2,  mai^ 
seulement  qu'elles  puissent  disparaître  pour  un  certain  état  initial. 

Posons 

d-X  d^'i.  (i'I  I  , 

/rf),\2        (d\\^        idX\^  , 

léqualion  (2)  du  paragraphe  précédent  de^^endra 

,    .  dv  ,  .  dv  I  \  '^'' 

(«)  j,  =  ?  (-^^  J'^  -)  ;^  +  ?<  K^  '  J'  2)  77v  ■ 

Kn  appliquant  cette  équation  à  un  second   point  d'une  même  suiface 
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isotherme  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  x',  j',  -',  elle 
devra  fournir  la  même  valeur  de  -7  :  on  aura  donc 

rit 

Jx[î^(-=^'^'  z)  -  <p(.r',  j',  z')]  +  ^[?.  (^' jr,  z)  -  ?.  l-^'.  J''  2'iJ=«- 

d'où 

rf  ■■ 
^^^  lïï'  _^fx,y,  z}  —  <i{x',y',z') 

^    '  dv         •f,(x,y,z'i  —  ^,(x',y',z') 

lîï 

f.e  second  membre  de  cette  équation  étant  indépendant  de  l ,  le  pre- 
mier doit  l'être  aussi,  et  ne  peut  alors  dépendre  que  de  >. ;  on  aura 
donc 

d'i> 

d'où  l'on  conclut  sans  peine  que  v  est  de  la  forme 

F,  étant  une  fonction  qui  dépend  de  F,  et  iji  et  ij/,  deux  tonctions  ni- 
connues  de  la  seule  variable  t.  Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin, 
que  si  o  [x,  y,  z)  dépendait  du  seul  paramètre  X,  ce  qui  serait  le  cas 
traité  dans  le  paragraphe  précédent ,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion {h)  se  présenterait  sous  la  forme  -1  et  nos  conclusions  ne  seraient 
plus  applicables. 

On  peut  évidemment  substituer  au  paramètre  À  une  fonction  quel 
conque  de  la  forme  F,  ().);  posons  donc 

F.{X)  =  /,. 
la  valeur  obtenue  pour  i»  deviendra 
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En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  {a),  on  trouve 

dn[        d=\         dn,        ^  c  ■         A     ' 

Cette  équation  prouve  que  -j-r  +  ~jt^  +  7/;r  ^^^  ""^  roiiction  de  /.,  et 
de  /,  et  comme  cette  somme  est  évidemment  indépendante  de  A,  ellw 
ne  dépend  que  de  ).,.  Posons  donc 

rf»/,        dn,       d'X  ,.   , 

dx-  dy  df  \    '    ' 

]Vquation  [J)  deviendra 

En  considérant,  dans  cette  équation,  ({;(/)  comme  une  fonction 
inconnue,  on  en  tire 


Posons 


il  viendra 


e    '>     =  a      et     -  =  ç>(a); 


^(0  =  a'.C-a'9(a)J^'a-'f  r/^. 
ou 

Différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  ^ , 

d-l{t)     _,  ,,         ,  ,.> 

_^ =r  a""     -^' 

ou.  en  supprimant  ar',  et  chassant  le  dénominateur. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  <-, 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  inerabres,  puis  la  dérivée  par  rap- 
port à  t. 


Or  le  pnnnier  membre  ne  peut  être  indépendant  d«  ).  que  si 

d£_  _  'dt_ 

d^    ~  T' 

d't     ■    '  t 

c'est-à-dire 

1(0  =  Ae'"', 

m  désignant  une  constante  arbitraire.  On  déduit  de  là 


dt' 

d'\,,      ~ 

Ik" 

=   /M, 

donc 

^,{i) 

=  Be 

'"'+C; 

et, 

par 

suite , 

l'expression 

i'  =  l 

-KO 

+  ^.(0 

devient 

V 

_  gml 

(AX,  +  B)  +  C, 

ou 

,  en 

posant 

AÀ,  -f-  B 

— -   ^2  » 

:  e'-),, 

;  +  C. 

[,a  constante  C  peut  évidenuuent  être  supprimée,  car  cela  revient  a 
changer  le  zéro  de  l'échelle  thermométrique,  et  la  valeur  de  v  de- 
vient enfin 

(k)  V  =  e""  >,,. 

Oti  vérifie  que  cette  valeur  satisfait  effectivement  a   l'équation  de  la 

rom.XIV-  lANViEi-,  iSlii. 
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propagation  de  la  chaleur,  pourvu  que  l'on  ait 


rf')ii         d'Y-         d% 


Lorsque  cette  condition  sera  remplie,  et  elle  peut  l'être  évidemment 
d'une  infinité  de  manières,  la  formule  \k)  montre  que,  si  les  tempé- 
ratures initiales  sont  représentées  par  la  formule  f  =  Xa,  tous  les 
points  du  corps  éprouveront,  pendant  la  durée  du  refroidissement,  des 
variations  de  températures  telles  que  le  rapport  des  températures  de 
deux  points  quelconques  sera  indépendant  du  temps. 


m. 


o.  Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  un  changement  de  coor- 
données peut  réduire  à  trois  le  nombre  des  variables  indépendantes 
qui  entrent  dans  l'équation.  Nommons  a  et  /3  les  deux  paramètres 
qui  pourront  ainsi  être  sid)stitués  à  Jc,j-,  z.  En  supposant  que  la  tem- 
pérature des  points  du  corps  ne  dépende  que  de  t,  a  et  p ,  on  aura 


d'-v  _  dU^  /d^^  dU^  /dp\ 
I?  ~  dx'  [dx)  "*"  dp'  \dx) 
dv  _ 
^'~ 
d-v  _j_  d-v  /^y  '^  i^\ 
dP'~  dl'  \dj)    "^  dp'  [dxl 


dv          dv    dx     ^     dv   dp 
dx         dx   dx        dp  dx 

V  (dpy               d'v    dx  dp         dv 
,'  \dx)    ~^  ^  rfarfp  dx  dx  "•"  dx 

d-x  dv  d'p 
IP  '^  dp  17' 

dv  _  dv   dx        dv  dp 
'^'~  didP'^dp  dy' 

■  idp\  2             d'P    dx  dp        dv 
'  [dxl      ■     ^  dTidp  dx  dy  "^  dx 

d-x  dv  d-p 
'df^'^dp  ly 

dv          dv    dx         dv    dp 
li^  Ix   dl'^lp  dz'' 

i-  idpV-               dU'    da.  dp         dv 
Adz)           ^  dxdp  dz   dz  "*"  dx 

d'à.  dv  d'p 
Hz'     '    dëliF 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  mouvement  de  la  cha- 
leur, elle  devient 

d'v    fda.  dp        dx  dp         dx   dp\ 
la.d&  \dx  dx        dy  dr         dz   dz  / 


dy/  \dz , 


dxdp  \dx  dx        dy  dy 
dv    /d'x         d^  _^  d'x\  rfp   /d-p     ^     d'P         d'P 

di  \dx'  "*"  "^  ""  rfz-  )   "•"  dp  \rfx-'  dy'  dz' 
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Pour  qup  oc ,  y,  z  disparaissent  de  cette  équation  .  il  faut  que 

(sy-(l)'-(S)'=i--^). 

da.  iip        (ia  df>  .     da  dp  _   r  ,        z^- 
diTx^d^dj~^d£'^  -/ïl^-'  PN 
d'- d         d'à         d'à.  /    ,         r. 

lîP '^  ~dP- '^  li^  ~J'  '*"'  ''  ' 

d-b       d'b       d'è        ,  .. 

T-^  -*-  TT  -^  TT^  =  /  "y-  ft^- 
dx-  dy'  dz-  ' 

I^^Ji:  fil  j '^j->  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  rie  a  et  p 

6.  Avant  de  chercher  la  forme  générale  des  fonctions  a  el  j';  qui 
peuvent  satisfaire  aux  cinq  équations  précédentes,  remarquons  qu'en 
nommant  a,  et  *;  deux  solutions  quelconques,  on  aura  une  solution 
plus  générale  en  posant 

a  =  ©(a,,/3,)>     fs  =  ?,(,a,, /3,^ 

quelles  que  soient  les  fonctions  y  et  es,.  En  substituant,  en  effet ,  ce- 
valeurs  dans  les  cinq  équations  (a),  on  vérifiera  sans  peine  qu'elles 
seront  satisfaites  si  a,  et  |3,  en  forment  une  solution;  les  propriétés 
exprimées  par  les  équations  (a^  appaitiennent ,  par  conséquent ,  à  deii 
systèmes  quelconques  de  surfaces  se  coupant  suivant  les  lignes  iso- 
tlierines  que  nous  voulons  étudier. 

Cela  posé,  les  trois  premières  des  équations  (a)  expriment  fpie  deux 
surfaces  quelconques  représentées  par 

a  =  constante,     p  r=  constante, 

se  coupent  suivant  une  courbe  le  long  de  laquelle  elles  forment  l.> 
même  angle,  et  que,  de  plus,  pour  tous  les  points  de  cette  courbe, 
la  distance  de  deux  surfaces  infiniment  voisines  appartenant  au  même 
système  est  constante.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit.  les  suifaces  qvn 
ont  pour  équations 

a  =  constante ,     [i  =  constante , 
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lie  sont  pas  assujetties  à  d'autre  condition  que  celle  d'être  le  lieu  d'un 
nombre  infini  de  courbes  qui,  pendant  le  refroidissement,  restent 
constamment  isothermes.  On  pourra  donc,  après  avoir  choisi  arbi- 
trairement une  première  surface,  faire  en  sorte  que,  pour  un  point 
donné  de  chacune  des  lignes  isothermes  qui  la  composent,  la  distance 
h  la  surface  infiniment  voisine  du  même  système  ait  une  valeur  infi- 
niment petite  donnée.  En  vertu  des  conditions  précédentes,  ces  deux 
surfaces  auront  alors  partout  la  même  distance  et  seront  parallèles. 
On  pourra,  de  même,  choisir  une  troisième  surface  parallèle  à  la 
seconde,  qui,  comme  elle,  sera  le  lieu  d'une  infinité  de  lignes  iso- 
thermes, puis  une  quatrième  parallèle  à  cette  troisième,  etc.;  en 
sorte  que,  après  avoir  choisi  arbitrairement  nne  première  surface,  on 
pourra  toujours  faire  en  sorte  que  les  autres  surfaces  du  même  système 
lui  soient  parallèles.  Le  premier  système  de  surfaces  étant  choisi  de 
cette  manière ,  nous  déterminerons  le  second  comme  il  suit  :  Après 
avoir  pris  une  ligne  isotherme  quelconque  sur  une  surface  du  premier 
système,  nous  élèverons  en  un  de  ses  points  luie  normale  à  cette  sur- 
face, jusqu'à  la  rencontre  de  la  surface  infiniment  voisine.  La  courbe 
isotherme  appartenant  à  la  surface  infiniment  voisine  et  passant  par 
l'extrémité  de  cette  normale  sera  une  seconde  génératrice  de  la  surface 
que  nous  formons;  un  point  quelconque  de  cette  nouvelle  généra- 
trice en  fournira,  de  même,  une  troisième,  puis  une  quatrième,  et 
ainsi  rie  suite.  Or,  d'après  la  manière  dont  nous  obtenons  ces  diverses 
génératrices,  nous  sommes  assurés  qu'en  un  point  de  chacune  d'elles, 
et,  par  conséquent,  tout  le  long  de  la  courbe  d'intersection,  la  sur- 
face qui  les  contient  coupe  à  angle  droit  la  surface  correspondante 
du  premier  système,  et  comme  celles-ci  sont  des  surfaces  parallèles, 
les  autres  sont  nécessairement  des  surfaces  réglées.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  lignes  isothermes  que  nous  considérons  doivent  toujours  être 
situées  sur  une  série  de  surfaces  parallèles  à  /'une  quelconque  de 
celles  qui  sont  le  lieu  d'un  nombre  infini  de  ces  lignes.  Elles  sont 
aussi  situées  sur  une  série  de  surjaces  réglées  coupant  les  premières 
a  angle  droit. 

7.   Considérons  l'un  des  systèmes  de  siu'faces  parallèles  sur  lesquels 
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les  lignes  isothermes  sont  situées,  et  sur  l'une  de  ces  surfaces,  en  deux 
points  d'une  même  ligne  isotherme,  deux  éléments  superficiels  ayant 
la  même  surface  d^j).  Par  les  différents  points  du  contour  de  ces  deux 
éléments,  concevons  les  normales  à  la  surface  qui  les  contient,  et 
prolongeons-les  jusqu'à  la  surface  infiniment  voisine.  Nous  formerons 
ainsi  deux  petits  volumes  équivalents  comme  ayant  même  base  et 
même  hauteur,  et  pour  que,  au  bout  d'un  temps  infiniment  petit,  ces 
deux  volumes  aient  conservé  la  même  température  i^ce  qui  doit  être, 
puisqu'ils  sont  sur  une  même  ligne  isotherme  ,  il  faut  qu'ils  aient 
gagné  la  même  quantité  de  chaleur.  Ceci  devant  avoir  lieu  dans  toute 
hypothèse  de  distribution  calorifique  dans  laquelle  la  temj)êrature 
d'un  point  ne  dépend  que  de  deux  paramètres  qui  définissent  une 
courbe  isotherme,  on  peut  supposer  que  les  surfaces  isothermes  soient 
précisément,  au  moment  considéré,  les  surfaces  parallèles  que  nous 
avons  choisies.  Dans  cette  hypothèse,  les  seuls  flux  de  chaleur  qui 
puissent  modifier  la  température  de  nos  petits  volumes  sont  normaux 
à  ces  surfaces  isothermes;  mais,  ces  surfaces  étant  parallèles,  les  flux 
rapportés  à  la  même  superficie  sont  égaux  en  deux  points  de  ia 
même  surface.  Il  entrera  donc  la  même  quantité  de  chaleur  par  les 
bases  inférieures  que  nous  avons  supposées  équivalentes,  et  il  faudra, 
par  .suite,  qu'il  en  sorte  la  même  quantité  par  les  bases  supérieures, 
ce  qui  exige  que  ces  bases  soient  aussi  équivalentes.  Mais  en  désignant 
par  c  la  distance  infiniment  petite  des  deux  surfaces,  et  par  R,  /, 
R',  r'  les  rayons  de  courbure  de  la  première  aux  points  considérés, 
ces  deux  bases  sont  égales  à 

Pour  qu'elles  soient  équivalentes,  on  doit  donc  avoir 

os  I  I  I  I 

Cette  formule  s'appliquant  à  deux  points  quelconques  de  l'une  des. 
surfaces,  situés  sur  ime  même  ligne  isotherme,  sera  encore  vraie  pour 


,4  JOURNAL  dp:  JIATHÉMATIQUES 

deux  points  correspondants  aux  premiers,  pris  sur  une  surface  pa- 
rallèle située  à  la  distance  s;  on  aura  donc 

'-"^i  R-t-  i  "^  r-hs        R'  +  s    '     r' +  s' 

car,  aux  points  correspondants  de  deux  surfaces  parallèles,  les  rayons 
de  courbure  différent  d'une  quantité  égale  à  la  distance  des  deux  sur- 
faces. L'équation  (y)  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  .v,  on  en  déduit 

facilement 

R  =  R',        r  --=  r', 

et.  |)ar  conséquent,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Sur  l'une  quelconque  fies  surfaces  parallèles  considérées ,  les  deux 
rayons  de  courbure  restent  cnnslants  le  long  d'utie  même  ligne 
isotherme. 

Remarquons  que  lune  des  surfaces  parallèles  considérées  est  une 
surface  quelconque  ayant  pour  génératrices  les  lignes  isothermes  dont 
nous  cherchons  la  nature;  nous  pouvons  donc  supposer  que  ce  soit 
l'iuie  des  surfaces  réglées  sur  lesquelles  nous  avons  vu  que  ces  lignes 
étaient  situées.  IMais  sur  ces  surfaces,  le»  lignes  isothermes  sont  four- 
nies par  leurs  intersections,  avec  d'autres  surfaces  auxquelles  leiu's 
génératrices  sont  normales  ;  elles  sont,  par  conséquent ,  les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  génératrices.  11  résulte  de  là  que  : 

Les  lignes  isothermes  permanentes  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  d'une  série  de  surfaces  réglées,  telles  que,  sur  chaque 
siu'jace,  le  long  d'une  même  trajectoire  orthogonale ,  les  deux  rayons 
de  courbure  soient  constants. 

8.  Pour  déduire  de  cette  dernière  proposition  la  nature  de  ces 
surfaces  réglées,  nous  ferons  usage  d'un  théorème  démontré  par 
.AL  O.  Bonnet,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces. 
Ce  théorème  consiste  en  ce  que ,  sur  une  surface  gauche  quelconque , 
l'inverse  du  produit  des  rayons  de  courbure  en  un  point  de  Tune  des 
«génératrices  peut  s'exprimer  par  la  formule  suivante: 

I      _     \R,R, 
\RR"  ~  «  —  R  R'  ' 
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où  R, ,  R',  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  au 
point  où  la  génératrice  rencontre  la  ligne  de  striction,  et  n  la  lon- 
gueur de  la  génératrice  comprise  entre  ce  point  et  celui  cpie  l'on 
considère. 

D'après  cette  formule,  le  théorème  énoncé  à  la  fin  du  paragraphe 
précédent  peut  s'écriie  de  la  manière  suivante  : 

VRi  R'i    _   v^R.  r; 

«'  +  R,  R',  ~  «"h-R,R',  ' 

R,,  R',,  Rj,  R'2  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  surface  en  deux; 
points  de  la  ligne  de  striction ,  et  n,  n'  les  portions  de  génératrice 
comprise  entre  ces  points  et  Tune  quelconque  de  leurs  trajectoires 
orthogonales.  En  considérant  sur  luie  seconde  trajectoire  orthogo- 
nale deux  points  appartenant  aux  mêmes  génératrices,  n  et  n'  aug- 
menteront évidemment  d'une  même  quantité  a;  on  auia  donc,  quel- 
que soit  a, 

y/Rjg, v/r,R', 

(n"+â)''+R;RV  ~  («'-(- a)' -t-R,R''' 

Chassant  les  dénominateurs  et  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  a,  on  trouve 

R,R',  =  r,r;. 

Il  résulte  de  la  première  de  ces  deux  équations  que  la  ligne  dv.  stric- 
tion coupe  à  angle  droit  les  génératrices  de  la  surface,  car  on  peut 
l'obtenir  en  portant  une  longueur  constante  sur  chaque  génératrice  à 
partir  d'une  même  trajectoire  orthogonale.  Les  deux  rayons  de  com*- 
bure  de  la  surface  auront  donc  la  même  valeur  tout  le  long  de  la 
ligne  de  striction,  et  nous  sommes  conduits  à  nous  proposer  la  ques- 
tion suivante  : 

Quelles  sont  les  surfaces  gauches  dont  la  ligne  de  striction  coupe 
à  angle  droit  les  génératrices,  et  qui,  de  plus,  a  ses  deux  rayons  de 
courbure  constants  pour  tous  les  points  de  cette  ligne  ? 

9.  Pour  que  la  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche  coupe  :-, 
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angle  droit  les  génératrices,  il  faut  quen  chaque  point  son  plan  oscu- 
lateur  soit  normal  à  la  surface,  car  les  éléments  de  cette  ligne  sont, 
dans  ce  cas,  les  plus  courtes  distances  entre  deux  génératrices  consé- 
Liitives ,  et  deux  éléments  consécutifs  sont  alors  perpendiculaires  à  une 
même  génératrice.  Le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  striction  sera 
donc  égal,  en  chaque  point,  à  celui  d'une  section  faite  dans  la  sur- 
face par  un  plan  perpendicidaire  à  la  génératrice,  et,  par  conséquent, 
il  sera  constant,  puisque  la  courbure  de  cette  section  est  évidemment 
égale  à  la  somme  des  courbures  principales  de  la  surface.  La  seconde 
courbure  de  la  ligne  de  striction  sera  aussi  constante  ;  on  sait  que  l'on 
entend  par  seconde  courbure  le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  à 
l'angle  des  plans  osculateurs  qui  répondent  à  ses  extrémités.  Or  l'angle 
de  ces  plans  osculateurs  est  le  même  que  celui  de  deux  génératrices 
consécutives  de  la  surface  gauche,  lequel  est  égal,  comme  on  le  recon- 
naît aisément,  à  l'inclinaison  de  l'une  d'elles  sur  le  plan  qui  passe  par 
1  autre  et  par  le  point  où  la  première  rencontre  la  ligne  de  striction. 
Mais  en  faisant  tourner  de  go  degrés  autour  de  la  tangente  à  la  ligne 
de  striction  le  système  composé  de  ce  plan  et  de  cette  génératrice ,  le 
plan  devient  normal  à  la  surface  et  la  génératrice  coïncide  avec  la 
normale  en  un  point  infiniment  voisin.  Si  donc  on  appelle  a  l'angle 
formé  par  la  ligne  de  striction  avec  l'une  des  lignes  de  courbure, 
et  R,  /les  rayons  de  courbure  de  la  surface  au  point  considéré,  en 
vertu  d'un  théorème  démontré  dans  mon  Mémoire  sur  la  théorie 
des  surfaces,  l'angle  d^  que  nous  voulons  évaluer  sera  donné  par  la 
formule 

dB  =^  ds  &\x\  1  a  i- ;  )  • 

Or,  par  hypothèse,  R  et  r  sont  constants;  a  l'est  aussi,  puisque  l'in- 
dicatrice est  toujours  semblable  à  elle-même,  et  que  la  ligne  de  stric- 
tion   est  dirigée   suivant   une   perpendiculaire  à  son   asymptote.   Le 

rapport^  est  donc  constant,  et,  par  conséquent,  les  deux  courbures 

ile  la  ligne  de  striction  sont  les  mêmes  en  tous  ces  points.  Cette  ligne 
est  donc  une  hélice,  et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant: 

Tiiutes  les  lignes  isot/iennes  permanetites  sont  situées  sur  une  série 
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de  surfaces  gauches  ajant  des  hélices  pour  lignes  de  striction,  et  elles 
sont,  sur  chacune  de  ces  surfaces,  les  trajectoires  orthogonales  dey 
génératrices. 

10.  En  éliidiaiit  la  surface  gauche  ([ui  a  une  hélice  jjoiir  ligne  de 
striction,  c'est-à-dire  le  lieu  des  perpendiculaires  menées  par  les  dif- 
férents points  d'une  hélice  à  ses  |)lans  oscnlateurs.  on  reconnaît 
que  les  courhes  qui  coupent  à  angle  droit  les  génératrices  de  celte 
surface  sont  des  hélices  de  même  pas  que  la  ligne  d<'  striction  et 
tracées  sur  des  cvlindres  de  même  axe.  Cette  première  surface  étant 
connue  ainsi  que  les  lignes  isothermes  dont  elle  est  le  lieu,  nous 
avons  vu  que  les  autres  lignes  isothermes  seront  les  lignes  qui  corres- 
pondront aux  premières  sur  une  série  de  surfaces  parallèles  à  la  sur- 
face trouvée;  on  voit  sans  j)eine  que  de  pareilles  lignes  sont  toutes 
des  hélices  de  jnème  pas  que  les  premières  et  tracées  siu-  des  cylindres 
de  même  axe.  Un  pareil  système  d'hélices  peut  évidemment  être 
considéré  comme  résultant  de  l'intersection  de  ces  cylindres  par  une 
série  d'hélicoïdes  à  plan  directeur;  leurs  équations  peuvent  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

X-  -h  y"^  =  a , 
z  —  arc  tang-  =:  ,5. 

On  vérifie  que  ces  valeurs  de  a.  et  j'5  satisfont,  en  effet,  aux  cinq 
équations  du  §  IV  :  on  en  tire 


dy. 

dx. 
dj-- 

1) 

r, 

dx 

;?F  =  "' 

d-i 

dx 

dy   - 

2, 

d  -x 

dp  _      r 

dy 

- 

X 

x--t-.)- 

''^  - , 

dx          X-  -f- 

r'' 

Tz-   '' 

'!!}_  ^  _  _ 

2XX 

d^^_ 

ïxjr 

'''^  -„■ 

dx^                IX 

■■-i-y')'' 

(^ 

'4-r"' 

T^  -•^' 

Tome  XIV.  —  Jasïuis  iSfJg 


i8  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

ou  a  donc 


iS)'-(|)'-(iO'=^-=;-' 


^a  dp 
dx  dx 

+ 

dx 
dy 

dp        dx  dp 

dJ-^7hdE 

d-'X 

If 

dz" 

--+- 

d'-p 
dy~- 

dz^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  propagation  de  la 
chaleur,  elle  devient 


dv  d'v         II  \  d^v  ,  du 


11.  Dans  la  démonstration  précédente,  nous  avons  admis  que  les 
surfaces  réglées  sur  lesquelles  se  trouvent  les  lignes  isothermes  étaient 
des  surfaces  gauches.  Il  faut  encore  chercher  si  aucune  surface  déve- 
loppable  ne  remplit  les  conditions  qui  leur  sont  imposées.  Or,  sur 
une  surface  développable ,  le  rayon  de  courbure,  aux  différents  points 
d'une  même  génératrice,  varie  proportionnellement  à  la  distance  du 
point  considéré  à  l'arête  de  rebroussement.  Si  donc  on  nomme  n  et  ti' 
les  distances  comptées  sur  deux  génératrices  entre  l'arête  de  rebrousse- 
ment et  une  même  trajectoire  orthogonale  des  génératrices,  et  G  et  C 
deux  quantités  constantes  pour  tous  les  points  de  ces  génératrices, 
on  devra  avoir 

nC  ^  n'C 

Mais  si  l'on  considère  une  seconde  trajectoire  orthogonale  des  généra- 
trices située  à  une  distance  a  de  la  première,  il  faudra  changer  n 
et  n'  eun  -\-  a  et  n'  -+-  a;  on  aura  donc ,  quel  que  soit  a, 

(n  -f-  a)  C  =  (p!  ->r  a)  C, 
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croii  l'on  tire 

C  =  C.      Il  —  n\ 

La  surface  est  donc  telle  que  les  trajectoires  orthogonales  des  généra- 
trices les  coupent  toutes  à  une  même  distance  de  l'arête  de  rebrousse- 
raent.  Si ,  par  conséquent ,  on  la  développe  sur  un  plan ,  Tarète  de 
rebrou ssement  se  développera  suivant  une  courbe  telle,  que  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  ses  tangentes  les  coupent  toutes  à  une  même 
distance  du  point  de  contact,  ce  qui  exige  que  ces  trajectoires  aient 
un  rayon  de  courbure  constant  et  soient,  par  conséquent,  des  cercles; 
l'arête  de  rebroussement  est  alors  un  point,  et  la  surface  développable 
est  un  cône.  La  courbure  de  ce  cône  devant  être  constante  sur  une 
même  trajectoire  orthogonale  aux  génératrices,  c'est-à-dire  sur  une 
même  ligne  de  courbure,  nous  sommes  conduits  à  nous  proposer  la 
question  suivante  : 

Quels  sont  les  cônes  liorii  la  coin  hure  est  constante  le  long  d  une 
même  ligne  de  courbure  ? 

l'i.  Si,  par  les  différents  points  d'une  même  ligne  de  courbure  ,  on 
mené  des  normales  à  une  surface  et  que  sur  chaque  normale  on  porte 
une  longueur  égale  au  rayon  de  courbure  correspondant,  le  lieu  des 
points  ainsi  obtenus  est  inie  courbe  à  laquelle  toutes  ces  normales 
sont  tangentes.  Dans  le  cas  actuel ,  tous  les  rayons  de  courbure  étant 
égaux  entre  eux ,  cette  courbe  devra  se  trouver  sur  une  surface  pa- 
rallèle au  cône  considéré,  et,  par  conséquent,  couper  à  angle  droit 
toutes  les  normales.  Il  faut,  par  conséquent,  qu'elle  soit  à  la  fois 
tangente  et  normale  aux  mêmes  lignes,  c'est-à-dire  qu'elle  se  réduise 
à  \m  point.  La  ligne  de  courbure  du  cône  est  située  sur  une  sphère 
ayant  ce  point  poiu"  centre,  et  à  laquelle  le  cône  est  évidemment 
circonscrit.  C'est  donc  un  cône  droit  à  base  circulaire. 

Ï5.  On  conclut  de  ce  qui  précède  que  les  lignes  isothermes  situées 
sur  ce  cône  sont,  dans  ce  cas,  des  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles 
et  les  centres  situés  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  ces  plans. 
Les  surfaces  parallèles  au  cône  sont  d'autres  cône»de  révolution  au- 
tour du  même  axe.  et  les  lignes  correspondant  aux  cercles  du  premiei 

3.. 
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sont  d'autres  cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  même  axe.  Une  seconde 
solution  de  la  question  que  nous  nous  étions  proposée  est  donc  four- 
nie par  une  série  de  cercles  ayant  tous  leurs  plans  parallèles  et  le  centre 
sur  un  même  axe  perpendiculaire  à  ces  plans;  les  équations  de  pareils 
cercles  sont 

s  =  a, 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  et  j3  dans  l'équation  de  la  propagation 
de  la  chaleur,  elle  devient 

Nous  avons  donc  trouvé  les  deux  seuls  cas  dans  lesquels  un  change- 
ment de  coordonnées  peut  diminuer  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes dans  les  questions  relatives  au  mouvement  de  la  chaleur. 


PURES  ET  APPr.IQUÉES. 


UNE    QUESTION    RELATIVE    A    LA    THEORIE    DES  NOMBRES; 
Par    m.    HER3IITE. 

Soient  n  —  \   nombres  entiers 

a,     ,S,     7,...,     X.,     )., 

dont   le   plus   grand   commun    diviseur  est   l'unité;    on    propose  de 
trouver  tous  les  systèmes  de  n  [n  —  i ,  autres  nombres,  savoir  : 

(/.',     a",...,     a", 

/j>  rj"  fin, 

y',    7"v.    7"' 


■/         y  y"' 

qui  rendent  le  déterminant 

a,     a',.-.,  a"',...,     a", 

/3,    fi',..,  /3"',.,     i3'«', 

7,     7',...,  7",....     7;", 


égal  à  plus  ou  moins  un. 
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Solution.  Nommons  respectivement 

-,    le  plus  iirand  commun  diviseur  de  y.         <^t     ("i, 
TTj  idem  n,       et     7, 

-3  ii/pi/i  ~2       et     c)  - 

-„_ ,  idem  -„_2  et     / , 

7r„  «V/r/w  ?:„_,   et     X; 

dans  riiypothèse  admise,  7r„  sera  l'unité.  Prenons  ensuite  les  nombres 
entiers 

a,     f>,     c,      d,...,       /.,      /, 

c',      d',...,      /.',     /'. 

d'apies  les  conditions 

7.f^  -  ha  =-,, 

c'y  —  en,  =  -j , 

d'^-dr.^  =-,, 


A'x.  —  /.-„_o  =  7r„_, , 

/'),    —   /7T„_(  ^  7r„  =  I. 

On  satisfera  à  la  question  proposée  par  les  valeurs  suivantes: 

a,  =  ami  -^  M,-  -^  ■, 
â,  =  hrui  -H  M,-  ^  , 
7..  =  cui  +  N,  ^ 


x,  =  A,y,-  +  S;  — ) 
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les  quantités 


M,,     N,,     P,,-,     S.»     T, 
dépendant  des  nombres  entiers 

/«,  ,        Hj,        Pi,--,       Si,        f, 

par  les  équations 

M,=  c'a.  -+-  Nj^- 


S,  =  l'ti  -+-  T,— 


et  toutes  les  solutions  possibles  s'obtiendront  en  jirenant  toutes  ]-> 
valeins  des  //-  quantités 

pour  lesquelles  le  déterminant 

jj,,      pi,...,       p„, 


'tt  ''3J--» 


s„, 


égale  plus  ou  moins  un. 

Ainsi,   par  exemple,    lorsque  «  =  2,  s'il   s  agit   de  rendre  égal  a 
l'unité  le  déterminant 

la,     a',     a"\ 

)  C  r.i         ^" 

(7.  •  7'^    7" 


avec 

ce  qui  donne 
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on  aura 

a  =  am^  -»-  M,  — - 

y'  =z  en,  +  Niy, 
M,  =c'nt  4-N,-,  , 

a  =  am,  -f-  -^  /i,  -+-  JN ,  c . 

7'  =  c«,  -!-  N.y;  " 

on  trouvera  ensuite  semblablement 

a."  =  a/Mj  -(-  —  «3  -+-  N  2  a , 
fi"  —  bm2-h^n.,-h  NojS. 
■f  =  ciu_  +N27, 

et   l'on  devra   prendre   pour  ;n,  ,  n, ,   m^^   "j  indéfiniment    tous   le;? 
nombres  entiers  pour  lesquels 

m,  «2  —  w?2«,  =  ::ni  I . 
Si  «  =  3,  la  solution  générale  de  l'équation 

M.      a.',      a".      a" 

iT^.  r^'.  r'  r^"'Li, 

l'A      7''     V"'      7"i 
sera  de  même  comprise  dans  les  formules 

ac'  ad'  _ 

a  =  am,  -! tï,  -'. p,  -+-  P,  a . 

c'=^^, +!£,,,  ^É£:^,  + P.  ^, 

Y— en,  ^  V-;', -+-P,7t 
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a  =  nm.,- 


■n.-.-\ y3j  -^  PoK, 


r„  1  Sr' 

lî  =  om..-i-  ' —  «.,- 


7   =  <•". 

a"  =  am^-^^ns 


M' 


/^.-P,^. 


■+-  Poo"; 


arf' 


/?3+   Pi*- 
-j-Z^j  -+-   ^3  1-', 


^  =  dp,  -  P,.  o\ 

^  oici  maintenant  l'analyse  qui  nous  a  conduit  à  ces  résultats. 
Soient,  pour  abréger,  A  le  déterminant  des  quantités 


lA 

a 

,    /3< 

,,     y. 

...,       À', 

B  celui  du  système 

/S. 

r^. 

o, 

o,..., 

o 

1 

S' 

■5  5 

—  a, 

7' 

o,..., 

o 

' 

1", 

o, 

-r^. 

(?,-, 

o 

(B; 

?■", 

o, 

O; 

-7v- 

o 

S(n- 

j 

o, 

O, 

o,.... 

> 

\  ?'"  ' 

o. 

O, 

0,..,, 

—  /. 

dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  et  où  les  quantités  B  sont  déHnies  par 
les  équations 

a?  -^  iSç'  +7^"  +...-+-).£"  =1, 
a'I  -+-  jS'S'  +  y'S,"  -h. ..-h  X'I'"-  =  o, 
a"i  -+-  |5"5'  -H  7"f  +...+  X"?"    =  o, 


Tome  XIV.  —  Ja:svier  18(9. 


h"'è<"'' 
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De  la  composition  des  systèmes  (A)  et  (B)  résultera  le  nouveau  système 
I,  o,  o,...,  o,...,  o, 

o,     a'fi-^'a,     a",3  -  p"a,...,     a  "^  - /3  "a,...,     a«'|3-;S'"a, 

O:     f5'7-7'P.     /3"7-7"P'-'     i3"7-7''Pv-,     ^'"'y-y"'fi, 
o,     y'o'-â'y,      r&-&"y,....     y'N 


o,     x'À  —  >.'■/,      x").  —  >."k,...,     /'"),  —  X'  y.,..,      x"),  —  X"  X. 

En  appelant  C  son  déterminant,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui 
des  «*  quantités 

(Cl  a'"/3-/3'''a,     /3>"7  -  7"'^,...,     x^'^X  -  X'  x, 

on  aura,  par  ce  théorème  connu  , 

C  =  AB. 
Or  on  trouve  facilement .  au  signe  pi'ès , 

B  =  ,97<?...  x; 
donc  on  peut  remplacer  la  condition  proposée,  savoir 

A  =  it  I, 

par  la  suivante , 

C  =  ±^7o\..  X, 

dont  nous  allons  nous  occuper. 

Exposons  d'abord  une  transformation  des  termes  du  système  (C); 
j'observe,  à  cet  effet,  que  ::,  désignant  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a  et  j3 ,  on  aura  nécessairement 

a  "j3  —  /3"  a  =  w.ti,  , 
d'où  l'on  tire 

a''  =  anii  ■+■  M,  —  > 


j3"'=  brtti^  M, 
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les  nombres  entiers  m,  et  M,  restant  entièrement  arljitraires,  et  a  et 
h  étant  déterminés  par  l'équation 

rt/5  —  èa  =  71,. 

A.U  moyen  tie  cette  valeur  de  P'' >  on  trouve 

13:')^  _  y'"j3  =  èym,-  +  ^  (M,y  —  7"'7r,  . 

Or,  t:^  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ?:,  et  7,  on  aura 
nécessairement 

IVT,y  —  7'"rr,  =  riin.,, 
d'où 

•  '  '  '    77, 

7")=  en,-  -f-  N,— , 

les  nombres  entiers  n,  et  N,  étant  quelconques,  f  et  c'  dépendant  de 
l'équation 

c'7  —  cr,  =  t:^,. 

La  répétition  du  même  calcul  nous  conduira  de  l'expression  précé- 
dente de  7"  à  celle  de  c?*'';  il  vient,  en  effet, 

et  posant  encore 

N,(?-  â'''n^  =  Pin,, 

-,  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tt»  et  (?,  on  en  conclura 

N,  =d'pi-+-  P,  J, 

&^'^=dpi   +  P,^- 

ci  et  <Y'  étant  donnés  par  l'équation 

d'à  —  dn^  =  n,. 

lj&  loi  que  suivent  ces  opérations  est  maintenant  évidente ,  et  on  en 

4- 
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conclura,  d'une  part, 

7.  "fi  —  jS"  a  =  niin,, 

.5"' 7  —  7"';3  =  bymi  -h  — '  n, , 
Y  Oq^  _  ^  ')y  —  cr}ni  -^^  p,, 


x(')>.  -  >,'■/.  =  klsi    -h^^  ti, 


ou  il  est  essentiel  dobserver  que  ??i,,  «,,.••>  •^/î  ^  restent  jusqu  à  pré- 
sent des  entiers  entièrement  arbitraires. 

iTini  antre  côté,  nous  obtenons  d'ailleurs  , 

a  "  =  anii  -+-  M,—? 
|S'.'=  Z»o7,  +  M,|-, 

0^"!  =  ^/J,    +  P,-  ^■. 

x"'  =  A-.y,    -+-  S,  ^— ' 
À"'  =  Z^-    +  T,  ^^, 

et  les  entiers  M,,  N,,  P,,:..  s'expriment  de  proche  en  proche,  unique- 
ment par  mi,  //,,  /),,...  au  moyen  de  ces  autres  équations 

M,-  =  c'«,-hN,-^- 


S,    =  /.'/,  ^-T,^ 
lesquelles  ne  laissent  d'indéterminé  que  T;. 
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Ces  résultats  obtenus,  reportons-nous  maintenant  au  système  (C), 
qui  a  été  transformé  dans  le  suivant ,  savoir, 

w,/T|,  r//o7r,,...,  m,-,,...,  '«n~i, 

h'^in, -\-  — «,,     b-^nin -h  ^- n..,...,     oy  nii -i- '^ — «,,••■•    "7'",i-i- ^  //„. 


-/TT, 


COTÎi 


Pu 


I  s                 ''■'"il    .           I  \                 X  fr„    .                  ,  .                X7r„                     ,  ,                  /-„ 
kXi\      H f,,       AX^o     H ^2,...,       AX^,     H /,,...,       AT/i',,     -i /„. 

On   reconnaît  bien  facilement  qu'un  pareil   système  provient  de  la 
composition  des  deux  autres,  que  voici: 


(0 


/y/,. 

in.„... 

171,  ,... 

,           '"„ 

"n 

n,,..., 

",v  ••. 

'in-, 

A'o 

I>,,..., 

Pi,-; 

Pn, 

■y., 

s.,..., 

Si,..., 

S„, 

^M 

'2,-, 

<,,..., 

t... 

(^) 


7T,,      /r/,         o,         o,...,  o, 

o,      i— • ,       c<?,     o,...,  U, 

o,       o,         '—,    dz,...,  o, 

Sïï, 

O,        o,         o,       — ,•••>  o. 


o,        o,         o,       o,...,      k\, 
1    O,         o,  O,         O,...,  — ^: 
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donc  son  déterminant,  et,  par  suite,  celui  du  système  (C)  est  le  pro- 
duit des  déterminants  de  ces  deux  systèmes. 

Or  le  déterminant  du  système  (2)  se  réHuit  à  son  terme  principal 

^y-  ■  ■  X7r„ 
ou  simplement 

puisque  ;:„  est  Tunité  ;  la  condition  proposée 
C=  rh/Sy.../. 

sera  donc  remplie  en  prenant  égal  à  l'unité  en  valeur  absolue  le 
déterminant  des  n-  nombres  entiers  du  système  (i),  ce  qui  est  la 
conclusion  que  nous  avions  annoncée ,  et  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 
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SUR    r/lXTÉGRALE    DEFINIE 

Je  "  sin  aj:    , 

Par    31     BESGE.   . 


On  sait  depuis  longtemps  et  on  a  piouv>'-  de  bien  des  manières  que 
l'intégrale  définie 


i: 


dx 


est  une  fonction  discontinue  de  a,  évidemment  nulle  pour  «  =  o. 

mais  égale  à  -  pour  a  positive,  à  —  ^  pour  a   négative.   Peut-être  ce- 

»  pendant  me  pardonnera-t-on ,  en  faveur  de  la  simplicité  du  procédé, 
d'indiquer  ici  comment  on  doit,  suivant  moi ,  démontrer  ces  résultats 
dans  un  traité  élémentaire. 
J'observe  d'abord  qu'on  a 

donc 

/'"sina-r    ,  f"     .  .      /•== 

/      dx  =  /       sm  axcix  j       é>~-^'  dj-. 

En   intervertissant  l'ordre  des  intégrations,  le  second  niendjre  de 
cette  dernière  équation  devient 


m  Jo 


e~"  sin  axdx . 
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et  à  cause  de 

I      p~^'  sin  axcix  =  —, — ;  • 

il  se  réduit  à 

/•="     adv 
Jo      «'-t-r  " 

c'est-à-dire  à  ->  o,  ou  —  -î  suivant  que  a  est  positive,  nulle  ou  né- 
gative. Telle  est  donc  aussi  la  valeur  de 

r  ^  sin  ax    , 

Jo         ^^'^■^' 

dans  les  mêmes  circonstances;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Sur  In  convergence  des  séries  qui  se  présentent  flans  la  théorie 
du  mouvement  elliptique  des  planètes  ■ 

Pab  m    PUISEUX, 

professeur  à  la  Faciilu-  (les  Sciences  <lc  Mcsanc^oii. 


Soient  r  le  rayon  vecteur  d'une  planète,  u  l'anomalie  excentrique. 
V  ]'a:ionialie  vraie,  Ç  l'anomalie  moyenne,  e  l'excentricité  de  l'orbite. 
Laplace  a  démontré  le  premier  que  les  séries  qui  expriment  r  et  v 
suivant  les  puissances  croissantes  de  e  sont  convergentes  pour  toutes 
les  valeurs  de  cette  dernière  quantité  inférieures  à  une  certaine  limite; 
cette  limite  est  déterminée  par  une  équation  transcendante  et  a  poiu 
valeur  approchée  0,66195....  Laplace  arrive  à  ce  résultat  en  montrant 
que,  dans  rexjjression  de  x,  chaque  terme  d'un  rang  tres-élevé  /  est 
au  plus  égal  en  valeur  absolue  à  une  quantité  de  la  forme 


.\  et  ).  désignant  des  quantités  finies  indépendantes  de  /;  alors  il  en 
conclut  que  la  série  est  convergente  tant  que  l'on  a  e  <  )..  Il  appliqut' 
im  procédé  analogue  à  la  série  qui  exprime  i'. 

M.  Cauchy  a  traité  la  même  quesli(jn  d'une  autre  manière,  eu 
sappuyant  sur  un  théorème  dont  l'analyse  lui  est  redevable,  savoir, 
qu'une  fonction  est  développable  eu  série  convergente  suivant  les 
puissances  entières  et  croi.ssautes  de  la  variable ,  tant  que  le  module  de 
cette  variable  est  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  la 
fonction  et  sa  dérivée  deviennent  discontinues.  M.  Cauchy  détermine 
ce  plus  petit  module  dans  le  cas  ou  l'anomalie  moyenne  est  égale 

à  -5  et   il  retrouve  le  nombre  0,66195....   donné  par  Laplace;  mais 
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il  me  semble  que  cela  ne  suffit  pas.  Il  n'est  pas  évident,  en  effet, 
que  SI  les  séries  qui  expriment  r  et  i'  sont  convergentes  pour  Ç  =  -^ 
elles  le  seront  encore  pour  toute,  autre  valeur  de  Ç;  car  si  la  suppo- 
sition de  C  =  '^   fait   prendre  à   certains  termes   leur  valeur  absolue 

2  ' 

maximum,  ejle  en  annule  d'autres;  de  plus,  elle  rend  les  uns  posi- 
tifs, les  autres  négatifs.  On  conçoit,  à  priori,  que  le  plus  petit  mo- 
dule de  e,  pour  lequel  /•,  v  et  leurs  dérivées  deviennent  discontinues, 
doive  dépendre  de  Ç,  et  il  me  paraît  nécessaire  de  démontrer  t[ue  ce 

plus   petit   module  est   minimum    poin-  Ç  =  -;   alors   seulement   on 

pourra  conclure  que  les  séries  dont  il  s'agit  sont  convergentes,  quel 
que  soit  Ç,  poiu-  les  valeurs  de  e  inférieures  à  o,66ic)5....  La  dé- 
monstration dont  je  viens  d'indiquer  la  nécessité  est  l'objet  de  cet 
article  [*]. 

En  vertu  des  formules  connues 

u  —  e  sin  u  =  C ,     r  =  an  —  e  cos  i 


'  I  —  e  cos  H 

u,   r  et  i'  sont  des  fonctions  de  p  et  de  Ç;  en  regardant  Ç  comme 
constant,  on  a 

du  sin  «  dr         a  'i:  —  cos  u)        dv         (2  —  e  cos  u  —  e"-)  sin  u 


de  I  —  e  cos  a        de  i  —  e  cos  u  de  1/ , 


•  e'  (  I  —  ecos  M  - 


On  conclut  de  là  et  du  théorème  de  M.  Cauchy  que  les  développe- 
ments en  séries  ordonnées  par  rapport  à  e  de  m,  r,  p  et  aussi  de  r"", 
sin  mu.  cos  mw,  sin  tnv,  cos  mv  resteront  convergents  tant  que  le  mo- 
dule de  e  sera  inférieur  au  plus  petit  des  modules  de  cette  quantité 
pour  lesquels  on  a 

£  —  e  cos  M  =  o ,     ou  bien     i  —  e"  =  o. 

[*]  Dans  la  marche  suivie  par  Laplace,  on  n'a  pas  besoin  de  ceUe  démonstration 
et  on  a  de  plus  l'avantage  de  trouver  l'expression  approchée  d'un  terme  de  rang  t-leve, 
ce  qui  permet  d'apprécier  la  rapidité  avec  laquelle  la  série  converge.  Mais  Laplace  est 
oblige  de  traiter  séparément  les  séries  qui  expriment  /■  et  e,  et  ses  raisonnements  de- 
vraient être  encore  modifiés  pour  chacune  des  quantités  u,  sinmtt,  cos  w«  ,  sin  mv , 
ros  mv ,  r",  etc.,  tandis  que  le  théorème  de  M.  Cauchv  s'applique  à  la  (ois  à  tous  ces 
développements. 
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Si  donc  on  détermine  les  inconnues  .x  cA  jr  par  les  deux  équations 
(0  i—x  (-08^  =  0,     j"  — xsin^  =  Ç, 

el  qu'on  appelle  h  le  module  de  celle  des  valeurs  de  x-  qui  a  le  plus 
petit  module,  les  séries  dont  il  s'agit  seront  convergentes  tant  que 
le  module  de  e  sera  moindre  à  la  fois  que  h  et  que  l'unité. 

Dans  le  cas  de  C  =  -i  on  trouve  aisément  //  =  o,6<^)iq5...,  nombre 

plus  petit  que  i  ;  si  je  fais  voir  que  quand  Ç  a  une  valeur  autre  que  ^ 

h  ne  peut  être  moindre  que  0,66195...,  il  sera  donc  établi  que  le;- 
séries  en  question  sont  convergentes,  quel  que  soit  Ç,  tant  que  le 
module  de  e  est  inférieur  à  0,66195.... 

Remarquons  d'abord  qu'on  peut,  sans  changer  le  module  de  x. 
supposer  dans  les  équations  (i)  Ç  compris  entre  zéro  et  tt;  car  si  Ion 
y  fait 

Ç=Ç'+-2A:7r,    y  ^  y' -^  "ikn, 

h  étant  entier,  il  viendra 

•    I  —  xcos/' =  o,    y' —  x%mj' =:  Ç, 

équatit)ns  où  x  a  les  mêmes  valeurs  qne  dans  les  équations  (1  ,  et  ou 
Ç'  peut  être  supposé  compris  entre  zéro  et  •.>.  tt.  Si,  maintenant,  Ç'  était 
plus  grand  que  -,  on  ferait 

-Ç  =  n~  Ç",     7'  =  TT  -  y".     x=  -  x\ 

et  il  vienilrait 

I  —  x" cos y"  =  o,     y" —  x"  sin  y"  =  Ç". 

équations  pareilles  aux  équations  (1)  et  où  Ç"  est  compris  entre  zéro 
et  TT.  Il  est  vrai  que  les  valeurs  de  x"  sont  de  signes  contraires  à  celles 
de  x;  mais  leurs  modules  sont  les  mêmes.  Je  supposerai  floue,  d.iu* 
ce  qui  suit,  Ç  positif  et  moindre  que  n. 

Représentons  par  a -+- ]3  v  ~  '  celle  des  valeurs  tie  x  tirées  des 
équations  (i     dont   le   module   A  =  \  a' + /5'   est   le  plus  petit;   soit 
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y  -t-  d*  V  —  ï  la  valeur  correspondante  de  y.  On  déduit  de  ces  mêmes 
équations 

X  = 1     on  bien      a 


cos  (7  -)-  ô  V'  —  i) 
il  en  résulte 

,     I 

cos  (7  —  0  v'  —  I  ) 
et ,  par  conséquent , 

(  a-  +  /5^     ou     ¥ 


cos  1^7  +  S  \/ —  I  j  cos  (7  —  -î  y/ — i)        c-*°  +  c     ^'-)-2cos27 

c  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  D'un  autre  côté,  en 
éliminant  x  entre  les  équations  (i),  on  trouve 

^  sin  r 

''       -^  cos.> 

ou  bien 

,,  ^ sin(7  +  5v  —  i) 2sin27+(^c^° — c~^°)^ — 1 

cos[y +  S\J — i)  r^° -)-c"~^°'-+- 2C0S27 

OU  encore,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

,.,  .,  2  sin  27 

i^)     ■  --'/=-  -Tî ZTTÎ 

C"      +C       -"  _|.  2C0S27 

(4)  0'  =  .  ,   '"'_-f~"° 

r"'°-)-c     ^'-+-200527 

L'équation  4)  admet  la  solution  o*  =  o;  mais  ce  n'est  pas  celle  qui 
répond  au  plus  petit  module  de  j:-,  en  effet,  il  en  résulterait,  d'après 
la  formule  {2), 

A^= 2 =  -?-, 

I  -+■  cos  2  7  COS-  7 

d'où  /?  >  1 ,  tandis  qu'en  supposant  ô*  différent  de  zéro ,  on  a ,  en  vertu 
des  équations  (2)  et  (4) , 

h-  = il = i 

'-^  — -5-1 2-7-^  +  - •■ 

1.2.3         1.2    i.4-i» 

d'où  A  <  I . 
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On  peut  donc  diviser  l'équation  (4)  par  0"  et  l'écrire 

,r      t2'î-'        (25)*    *    'I 

'         ^1  I.?.  3        123.4.5  I 

alors  l'équation  (3)  devient 

(5:  Ç-V=  """' 


formule  dont  les  conséquences  nous  seront  utiles. 

Elle  nous  montre  d'abord  que  la  différence  entre  Ç  et  y  est  en  va- 
leur absolue  moindre  que  -•  Distinguons  ensuite  deux  cas,  selon  que 
Ç  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  7.  Dans  le  premier  cas ,  comme  Ç 
est  positif  et  moindre  que  n,  7  sera  compris  entre  —  '  et  7:  ;  mais 
sin  27  étant  négatif  en  vertu  de  l'équation  (5),  7  ne  peut  tomber  entre 
/.ero  et-;  il  ne  peut  être  non  plus  entre et  zéro;  car  soit,  s  il  est 

possible,  7  =  —  7',  7'  étant  positif  et  moindre  que  -■,  on  aurait 

,  sin  2  7 

;  +  7'  = 


h^-T 


d'où  il  suivrait 

sin  2 


,     .  sin  a-/ 
7   <  — ^ — '     -^V   <  sin  27  , 

ce  qui  est  absurde.  Il  faut  donc  que  7  soit  compris  entre  -  et  ;t,  et 

comme  Ç,  par  hypothèse,  surpasse  7,  on  en  conclut  que  Ç  surpasse  -: 

ainsi,  lorsque  Ç  —  7  est  positif,  Ç  —  -  l'est  aussi. 

Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  lorsque  Ç  est  moindre  que  7,  7  est 
nécessairement  compris  entre  zéro  et  7:  +  -;  mais  sin  27  étant  positif  en 

vertu  de  l'équation  (5),  7  ne  peut  tomber  entre  -  et  tt;  il  ne  peut  être 
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non  plus  entre  n  et  n  -> — :  car  soit ,  s'il  est  possible .  y  =  7:  -!-  7',  y'  étant 

positif  et  moindre  que  -■<  on  aurait 

sin  2  7  ' 


7'^rr-Ç  = 


h  ^3-  ■  ] 


d'où  il  suivrait,  comme  tout  à  l'heure,  l'inégalité  absiinle 
27'  <  sin  27'. 

Il  faut  donc  que  7  soit  compris  entre  zéro  et  -1  et  comme  'Ç  est,   par 

hypotliese,  moindre  que  7,  on  en  conclut  que  ^  est  moindre  que  -: 

ainsi,  lorsque  'Ç  —  7  est  négatif,  Ç l'est  aussi.  On  voit  donc  que 

^  —  y  est  toujours  de  même  signe  que  'Ç  —  -'   de  sorte  qu'on   peut 
faire 

d  étant  essentiellement  positif. 

Ceci  établi,  revenons  aux  équations  (1);  en  y  regardant  Ç  comme 
variable,  la  seconde  nous  donne 

dr  dx 

on  ,  en  ayant  égard  à  la  première . 


- 

sm 

dx 

= 

I. 

dr 

=  - 

1 

sin  r 

= 

X 

dl    " 

t 

— 

Y 

drt         df,      -— -  _        g-f-pV  — I        _  (g  +  py/  — i)(g  — y-t-jy  — 1' 


PLRES  ET  API'LIQLÊES.  39 

Cette  équation  se  décoiupose  dans  les  deux  suivantes  : 
d-j.         ac  (c, —  7)  —  60 


il  en  résulte 


on  bien 


dt         :x.  —  ',\'-^i- 
udoL  -h  pdp  ;a-  ■+-  b'j  tÇ  —  7,1 

A(Ç_7)      _  hh 


./ï  ,!;"_y)=-H*'  ,X-'if^o\^  7.) 

On  conclut  de  là  que  'C  croissant  de  zéro  à-i  le  module  h  ira  en  di- 
■        "  2 

niinuant ,  et  qii'ensuile,  'C  croissant  de  -  à  r,  le  même  module  ira  en 

augmentant.  Il  est  donc  minimum  pour  Ç  =  -^  ce  que  nous  nous  pro- 
posions de  démontrer. 
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SUR    QUELQUES    TRANSMUTATIONS    DES    LIGNES    COURBES; 
Par    m     a     CAYLEY 


Je  suppose  qu'une  courbe  quelconque  soit  représentée  par  une 
équation  homogène  entre  trois  variables  x,  y.  z,  et  je  me  propose 
d'examiner  len  ne  faisant  attention  qu'aux  droites  et  aux  coniques) 
ce  que  signifient  les  transmutations 

I.  =:  =  \x,     yi  =  \J\     Ç  —  \'-, 

IL  ç  =  ^S      r,=j\       Ç  =  zS 

lïL  £  =  -,      •/î  =  -^      ;:  =  -■ 

X  y  -  z 

ces  quantités  étant  prises  dans  chaque  cas  pour  de  nouvelles  coor- 
données. Les  théorèmes  auxquels  on  se  trouve  conduit  comprennent 
les  théorèmes  qu'obtient  M.  William  Roberts  par  sa  méthode  gé- 
nérale de  transmutation  en  écrivant  «  =  -,  /:  =  i.  [Voir  sa  Note 
sin-  ce  sujet,  tome  XIII  de  ce  Journal,  page  209  [*]). 
I.  Soit 

;  =  V^^,     r,  —  \iy,     Ç=  \z. 
Je  supposerai  ici  et  partout  dans  ce  Mémoire  que  PQR  soit  le  triangle 


[*]  M.  William  RoberU  a  bien  voulu  me  parler  l'été  passé  à  Dublin,  avant  que  ce 
Mémoire  eût  paru,  des  théorèmes  qui  devaient  s'y  trouver.  Cela  me  suggéra,  et  je 
lui  comnniniquai ,  peu  de  jours  après,  la  deuxième  et  la  troisième  de  mes  méthodes 
de  transmutation.  On  verra  dans  la  suite  que  ce  sont  la  première  et  la  deuxième  de 

mes  méthodes  qui  correspondent  aux  cas  «=r  -  ■  «  =  2,   respectivement,  mais  (pie  la 
troisième  est  aussi  très-etroitemenf  lice  avec  le  cas  «  =     • 
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formé  par  les  droites 

oc^^o,    jz=o,     z=:o. 

Cela  posé,  en  considérant  les  nouvelles  coordonnées  S,  >;,  'Ç,  on  voit 
de  suite  qu'un  svstème  d'équations  telles  que 

|:/::r  =  a:/5:7 

correspond  a  un  point;  qu'une  équation  linéaire  quelconque 
A|  -h  B/;  -H  Cr  =  o 

correspond  à  une  conique  qui  touche  les  trois  côtés  du  triangle  PQR 
(ou,  si  l'on  vçut,  inscrite  à  ce  triangle);  et  qu'une  équation  quel- 
conque du  second  ordre 

«I'  +  hr,^  -+-  c'Ç  -t-  nj Çn  ■+-  2^:«  -+-  ihrti  =  o 

correspond  à  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  touche  les  trois 
côtés  du  triangle  PQR,  chaque  côté  deux  fois.  Et  réciproquement, 
de  telles  coniques  et  de  telles  courbes  du  quatrième  ordre  peuvent 
toujours  se  représenter  par  une  équation  linéaire  ou  par  une  équation 
du  second  ordre  entre  les  coordonnées  i,  r,.  'Ç. 

On  déduit  de  là  cette  propriété  générale  : 

«  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  points,  à  des  droites, 
»  et  à  des  coniques,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  ma- 
»  niere  analogue  à  des  points,  à  des  coniques  qui  touchent  chacune 
»  trois  droites  fixes,  et  à  des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  tou- 
i>  chent  chacune  ces  trois  droites  fixes,  deux  fois  chaque  droite.   » 

En  supposant  que  les  coefficients  ^,  h  se  réduisent  à  zéro,  l'équa- 
tion 

aP  -i-  bri^  -h  rÇ*  -!-  iJnÇ  =  o 

est  celle  d'une  conique  tangente  aux  deux  droites  PQ,  PR,  et  la  courbe 
du  quatrième  ordre  se  n  duit  a  deux  coniques  égales  et  superposées 
l'une  a  l'autre.  De  là  : 

«  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  points,  à  des  droites, 
n  et  H  une  conique,  conduit  a  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  ma- 
u   nière  analogue  à  des  points,  à  des  coniques  qui  touchent  chacune 
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»   trois  droites  fixes,  et  à  une  conique  qui  touche  deux  de  ces  droites 

»  fixes.   » 

En  particulier,  en  supposant  que  les  deux  droites  fixes  que  la  co- 
nique touche  soient  les  deux  droites  tangentes  à  cette  conique  qui 
passent  par  un  des  foyers,  et  que  la  troisième  droite  fixe  soit  à  l'infini  ; 

«  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  points,  à  des  droites. 
»  et  à  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  n;a- 
«  nière  analogue  à  des  points ,  à  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  corn- 
»  mun  un  point  fixe,  et  à  une  conique  qui  a  aussi  ce  point  fixe  pour 
>)  un  de  ses  foyers.    » 

II.   Soit  à   présent 

B,  =  3c'^,     r,  =J'^,     Ç  =  Z-. 

Un  système  d'équations  telles  que 

I  :  vî  :  ç  =  a  :  j3  :  •/ 

correspond  à  quatre  points  qui  formeront  ce  que  l'on  peut  nonmier 
un  système  symétrique  par  rapport  aux  points  P,  Q,  R ,  ou  tout  simple- 
ment wî  système  symétrique.  On  voit  sans  peine  que  les  quatre  points 
d'un  même  système  symétrique  sont  tels,  que  le  quadrilatère  formé 
par  ces  quatre  points  a  pour  points  de  concours  des  diagonales  et 
des  côtés  opposés  les  points  P,  Q,  R.  Pour  ne  pas  interrompre  la  suite 
des  raisonnements,  il  convient  d'entrer  dans  quelques  détails  relatifs 
à  ce  sujet.  Nous  nommerons  courbe  symétrique  par  rapport  aux 
points  P,  Q,  R,  ou  simplement  courbe  symétrique,  toute  courbe  lieu 
d'un  système  symétrique.  Cela  posé,  il  y  a  une  infinité  de  coniques 
symétriques;  savoir,  toute  conique  par  rapport  à  laquelle  les  points 
P,  Q,  R  sont  des  points  conjugués  (cela  veut  dire  par  rapport  à  la- 
quelle l'un  quelconque  de  ces  points  a  poiu-  polaire  la  droite  menée 
par  les  deux  autres)  est  une  conique  symétrique.  Remarquons  qu'une 
courbe  symétrique  du  quatrième  ordre  peut  se  réduire  à  un  système 
de  deux  conifjues  telles,  que  les  points  de  chaque  système  symé- 
trique de  la  courbe  soient  partagés  deux  à  deux  sur  les  deux  coniques. 
En  effet,  considérons  une  conique  telle,  que,  par  rapport  à  cette  co- 
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nique,  le  point  P  ait  pour  polaire  la  droite  QR.  Il  est  facile  de  con- 
struire une  autre  conique  telle,  que  l'ensemble  des  deux  coniques 
soit  une  courbe  symétrique.  Pour  cela,  menons  une  transversale 
quelconque  PMN  qui  rencontre  la  conique  donnée  aux  points  M ,  N. 
Soient  M',  W  les  points  de  rencontre  des  droites  QM,  TSR  et  des  droites 
QN,  MR;  le  lieu  des  deux  points  M',  N'  (lesquels  seront  en  ligne  droite 
a-vec  le  point  P)  sera  la  conique  dont  il  s'agit.  Nous  dirons  que  les 
deux  coniques  sont  des  coniques  supplémentaires. 

En  revenant  à  notre  but  actuel,  une  équation  linéaire  quelconque 

A^  +  B/;  +  CÇ  =  o 

correspond  à  une  conique  symétrique.  Une  équation  du  second  ordre 
quelconque 

correspond  à  une  courbe  symétrique  du  quatrième  ordre.  Et  récipro- 
quement, toute  conique  symétrique  ou  toute  courbe  symétrique  du 
quatrième  ordre  peut  se  représenter  par  une  équation  linéaire  ou  du 
second  ordre  avec  les  coordonnées  §.  •/; ,  Ç.  De  là  cette  propriété 
générale  : 

«  Tout  tbéoreme  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  pouits,  à  des  droites, 
»  et  à  des  coniques,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  dune  ma- 
»  niere  analogue  à  des  systèmes  symétriques  (  par  rapport  à  trois  points 
»  fixes),  à  des  coniques  symétriques,  et  à  des  coiu-bes  symétriques  du 
»  quatrième  ordre.   » 

Dans  ce  théorème  on  peut,  si  l'on  veut,  considérer  l'un  des  points 
d'un  système  symétrique  comme  représentant  le  système,  et  substituer 
aux  mots  systèmes  symétriques  (par  rapport  à  trois  points  fixes),  le 
mot  points. 

En  supposant  que  dans  la  courbe  du  quatrième  ordre  on  ait  a  la  fois 

ne  —  jo^^  ==  o  ,     ah  —  h-  =  o, 

il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  du  quatrième  ordre  se  réduit  à  i]eu\ 
coniques  supplémentaires. 

En  effet,  ces  conditions  étant  remplies,  en  rétablis.sant  les  valeurs 

6.. 
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de  I,  r,,  'Ç,  on  obtient  une  équation  qui  se  divise  en  deux  équations, 

telles  que 

V.X-  4-  ^j-  -^  yz-  —  ùjz  =  o ,     y.x'-  -y  ^j^  +  72=  +  ùjz  —  o  , 

qui  appartiennent,  comme  on  le  voit  sans  peine,  à  une  paiie  de 
coniques  supplémentaires. 

De  là,  en  remarquant  qu'il  est  permis  de  faire  abstraction  de  l'une 
de  ces  coniques  : 

«  Tout  théorème  qui  se  rapporte  à  des  points,  à  des  droites,  et  a 
»  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  ma-- 
»  nière  analogue  à  des  points,  à  des  coniques  symétriques  (par  rap- 
»  port  à  trois  points  fixes),  et  à  une  conique  telle,  que,  par  rapport 
»  à  cette  conique,  l'un  des  trois  points  fixes  a  pour  polaire  la  droite 
»  menée  par  les  deux  autres  points  fixes.   » 

Supposons  en  particulier  que  les  deux  points  fixes  dont  nous  venons 
de  parler  soient  les  points  où  la  droite  à  l'infini  est  rencontrée  par  un 
cercle  qui  a  pour  centre  le  troisième  point  fixe;  ce  troisième  point 
fixe  sera  le  centre  tant  des  coniques  symétriques  par  rapport  à  ces 
trois  points  fixes,  que  de  la  conique  par  rapport  à  laquelle  le  troisième 
point  fixe  a  pour  polaire  la  droite  menée  par  les  deux  autres  points 
fixes.  De  plus,  les  asymptotes  de  l'une  quelconque  des  coniques  sy- 
métriques formeront  avec  les  droites  imaginaires  asymptotes  du  cercle 
un  faisceau  harmonique ,  et  de  là  les  asymptotes  de  la  conique  dont 
il  s'agit  seront  à  angle  droit,  ou  ,  autrement  dit,  cette  conique  sera  une 
hyperbole  équilatère.  De  là  enfin  : 

«  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  points ,  à  des 
»  droites,  et  à  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte 
»  d'une  manière  analogue  à  des  points,  à  des  hyperboles  équilateres  et 
»   concentriques,  et  à  une  conique  concentrique  avec  les  hyperboles.  » 

III.   Soit  enfin 

5  =  1,     -,  =  1,     C  =  -- 

X  y         -  z 

Cette  supposition  conduit  à  l'une  des  méthodes  de  transmutation 
données  par  M.  Steiner  parmi  les  observations  générales  qui  for- 
ment la  conclusion   de  son   ouvrage  intitulé  :   Systentatische  Eitlivi- 
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chelung,  etc.,  méthode  qu'obtient  M.  Sieiner  au  moyen  de  la  théorie 
de  l'hyperboloïde  gauche.  Je  la  reproduis  ici  tant  pour  en  faire 
voir  la  théorie  analytique  qu'à  cause  de  son  analogie  avec  les  mé- 
thodes I  et  II.  II  est  évident  d'abord  qu'un  système  d'équations  telles 
que 

s  :>■/•.  ç  =  a  :  fi  ;  ■/ 

correspond  à  un  point;  de  même,   une  équation  linéaire  quelconque. 

telle  que 

A|h-  B/!  +  CÇ  =  o, 

correspond  à  une  conique  qui  passe  par  les  trois  points  P,  Q,  R.  et  une 
équation  quelconque  du  second  ordre,  telle  que 

af  H-  hv)'  -h  ci;^  +  -iJcÇ  -f-  2^Ç£  4-  2/i^/î  =  o , 

correspond  à  ime  courbe  du  quatrième  ordre  qui  a  les  trois  point^ 
P,  Q,  R  pour  points  doubles.  Réciproquement,  de  telles  coniques  et 
de  telles  courbes  du  quatrième  ordre  peuvent  toujours  se  représenter 
par  des  équations  linéaires  et  par  des  équations  du  second  ordre. 
De  là: 

«  Tout  théorème  descriptii  qui  se  rapporte  à  des  points,  à  des  droites. 
»  et  à  des  coniques,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  ma- 
»  nière  analogue  à  des  points ,  à  des  coniques  qui  passent  par  trois 
»  points  fixes,  et  à  des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  ces  trois 
»  points  fixes  poiu"  points  doubles.    » 

En  supposant  que  l'on  ait  à  la  fois  a  =  o,  6  =  o,  la  courbe  du  qua- 
trième ordre  se  réduit  à  ime  conique  qui  passe  par  les  deux  points 
Q,  R  (ou,  si  l'on  veut,  au  système  formé  de  cette  conique  et  des 
droites  PQ,  PU).  De  là: 

«  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  à  des  points,  a  des  droites. 
»  et  à  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  ma- 
»  nière  analogue  à  des  points,  à  des  coniques  qui  passent  par  trois 
B  points  fixes,  et  à  une  conique  qui  pa.sse  par  deux  de  ces  points  fixes.  » 

On  ne  peut  pas  particulariser  ce  théorème  de  manière  à  obtenir  des 
théorèmes  intéressants.  Mais,  en  prenant  les  polaires  réciproques  des 
deux  théorèmes  qui  viennent  d'être  obtenus,  on  a  ces  propriétés  nou- 
velles : 
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..  Tout  théorème  descriptif  qui  se  rapporte  h  des  droites,  a  des 
•  points,  et  à  des  coniques,  conduit  a  un  théorème  qui  se  rapporte 
»  d'une  manière  analogue  à  des  droites,  à  des  coniques  qui  touchent 
»  chacune  trois  droites  fixes,  et  à  des  courbes  de  la  quatrième  classe 
<■  qui  touchent  chacune  ces  mêmes  droites  fixes,  deux  fois  chaque 
»  droite.   » 

Et: 

•<  Tout  théorème  qui  se  rapporte  à  des  droites,  à  des  points,  et  à 
»  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  manière 
»  analogue  à  des  droites,  à  des  coniques  qui  touchent  chacune  trois 
»  droites  fixes,  et  a  une  conique  qui  touche  deux  de  ces  droites 
»  fixes.   » 

Et  de  là ,  comme  dans  la  méthode  1  ; 

«  Tout  théorème  qui  se  rapporte  à  des  droites ,  a  des  points ,  et  à 
>•  une  conique,  conduit  à  un  théorème  qui  se  rapporte  d'une  manière 
»  analogue  à  des  droites,  à  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  com- 
n  mun  un  point  fixe,  et  à  une  conique  qui  a  ce  même  point  fixe  pour 
»   un  de  ses  foyers.    » 

Théorème  que  l'on  doit  comparer  avec  le  troisième  théorème  que 
donne  la  méthode  1. 

Pour  compléter  cette  théorie,  nous  aurions  dû  ajouter  les  deux 
tht-oremes  polaires  réciproques  du  premier  et  du  deuxième  théorème 
que  donne  la  méthode  I  :  mais  cela  se  fait  sans  la  moindre  peine. 
<5uant  an  premier  et  au  deuxième  théorème  que  donne  la  métliode  II , 
les  polaires  réciproques  de  ces  deux  théorèmes  ne  conduisent  à  rien 
de  nouveau. 
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OBSERVATION    SUR    UNE   NOTE    DE   M.    LOBATTO; 
Par   iM     J.-A     SERRET. 


Dans  une  Note  publiée  au  tome  IX  de  ce  Recueil ,  page  i  7'y,  M.  Lo- 
liatto  a  fait  connaître  une  propriété  curieuse  appartenant  à  une  classe 
assez  étendue  d'équations  du  t?'oisièine  degré  dont  les  racines  sont 
réelles.  Voici  quelle  est  cette  propriété  : 

L'équation  du  troisième  degré  étant  ramenée  à  la  Jorme 

x'-'  —  pa-  +-  (j  =  o , 


où  p  et  (/  sont  positijs,  si  l'on  pose  r  r=  \J^p^  —  ^79"  ^^ 
91=-':  =  A,    ^=B,    ^  =  A',    ai±i^B\ 

tr  r  r  ir 

d'où  il  suit  nécessairement  AB'  —  BA'  ^  —  1 ,  il  arrivera,  si  A  ,  B,  A', 
B'  sont  des  entiers,  (juen  développant  en  Jraction  continue  les  trois 
racines  de  l'équation  proposée,  ces  trois  fractions  continues  se  termine- 
ront par  les  mêmes  ijuotients  incomplets. 

M.  Lobatto  prouve  bien  dans  son  Mémoire  que  A.  B,  A'.  B'  doivent 
être  entiers,  pour  que  cette  propriété  ait  lieu,  mais  il  ne  prouve  pas 
du  tout  que  cela  suffit.  T>a  démonstration  peut  se  faire  en  quelques 
mots.  Si  Ton  désigne  par  —  x  la  racine  négative  de  ia  proposée,  par  j:, 
et  .r.,  les  deux  racines  positives,  on  a 

.■Vj:-t-B  B'x-J-B 


A'x-l-B'  ^         A'jT  +  A 

ainsi  (pie  M.  Lobatto  l'a  trouvé.  Nous  ne  considérerons  que  x^.  la 
même  chose  ayant  lieu  poiu"  x^.  Si  x  était  >  i ,  A  >  B,  A'  >  B',  x 
.serait  un  quotient  complet  de  la  fraction  continue  égale  à  .r,  ;  car,  a 
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•  .  ,,  A  B  j 

cause  de  AB'  —  BA'  =  —  i,  on  peut  considérer  -,  et  g,  comme  deux 

réduites  successives  d'une  même  fraction  continue  :    notre  propriété 

serait  donc  démontrée.  Cela  n'ayant  pas  lieu,  soit  j-;  =  a  H — -,  a  étant 

l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  .r;  on  aura 

_    (Aa  +  B)^  +  A     _  Cy-hA 
^*  ~  fA'a-4-B')j  +  A'  ~  C'r-f-A'' 

et  ion  a  ici  C  >  A,  (7  >  A'  et  CA'  —  AC  =  +  i  :   donc  j  sera   un 
quotient  complet  de  x,,  et  notre  propriété  est  démontrée. 

Ceci  suppose  que  a  n'est  pas  nul  ou  que  x  >  i  ;  mais  si  le  contraire 
avait  lieu  ,  on  poserait  y  =:  b  -\ — ,  et  l'on  prouverait ,  comme  précé- 
demment,  que  z  est  alors  un  quotient  complet  de  x,. 
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MÉMOIRE 

Sur   les   vibrations   des  gaz  dans   des  tuyaux  cylindriques, 
coniques,    etc.  ; 

Par    m.    J.-M.  C.    DUHAMEL 

(Présenté  à  l'Académie  des  Sciences ,  le  8  avril  i83g.  ) 


Les  diverses  questions  traitées  dans  ce  iMémoire  se  rapportent  prin- 
cipalement au  mouvement  vibratoire  des  gaz  renfermés  dans  des 
tuyaux  cylindriques  ou  coniques. 

L'objet  que  je  m'étais  proposé  d'abord,  en  commençant  ces  recher- 
ches, avait  été  de  lever  quelques  doutes  exprimés  par  M.  Dulong,  sur 
la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  les  gaz  renfermés  dans  des 
tuyaux,  et  sur  l'influence  que  pouvait  avoir  sur  le  ton  le  mouve- 
ment des  molécules  dans  le  sens  perpendiculaire  à  l'axe  du  tuyau. 
Ces  questions  en  ont  amené  d'autres  que  je  vais  indiquer  succincte- 
ment,  amsi  que  les  conséquences  principales  auxquelles  elles  m'ont 
conduit. 

Les  équations  dont  j'ai  lait  usage  sont  celles  que  Ton  emploie  ordi- 
nairement dans  l'hydrodynamique,  modifiées,  connue  on  le  sait,  par 
la  chaleur  développée  par  la  condensation. 

le  les  ai  d'abord  appliquées  au  mouvement  de  l'air  dans  un  tuyau 
cylindrique,  indéfini  dans  les  deux  sens,  et  de  forme  quelconque. 
M.  Poisson ,  dans  son  premier  Mémoire  sur  la  propagation  du  son 
dans  l'air  indéfini,  considère,  au  lieu  du  mouvement  de  thaque  mo- 
lécule, le  mouvement  moyen  de  celles  qui  composent  une  même 
couche  sphérique,  ayant  son  centre  en  l'un  des  points  de  la  partie 
tres-limitée  du  fluide,  que  l'on  suppose  primitivement  ébranlé.  Dans 
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le  cas  d'un  tuyau  cylindrique,  c'est  le  mouvement  moyen  dans  une 
section  droite  que  je  considère;  mais  il  y  a  ici  une  difficulté  de  plus, 
provenant  de  la  paroi  du  tuyau,  qui  oblige  les  molécules  en  contact 
avec  elle  à  ne  pas  s'en  séparer  pendant  tout  le  mouvement.  En  intro- 
duisant cette  condition,  et  supposant  une  forme  arbitraire  à  la  section 
droite  du  tuyau ,  j'ai  démontré  que  le  mouvement  se  propagera  dans 
l'air  qui  y  est  renfermé  avec  la  même  vitesse  que  dans  l'air  libre.  D'où 
il  résulte  évidemment  que  la  vitesse  de  propagation  n'est  pour  rien 
dans  la  différence  observée  entre  les  résultats  de  l'expérience  et  ceux 
du  calcul. 

La  même  analyse  conduit  à  une  autre  conséquence  qui  mérite 
d'être  remarquée. 

Lorsque  l'ébranlement  primitif,  supposé  d'une  très-petite  étendue, 
s'est  propagé  jusqu'à  la  paroi  du  tuyau,  il  s'y  réfléchit,  revient  sur 
lui-même,  se  réfléchit  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
La  propagation  a  lieu  en  même  temps  dans  le  sens  de  la  longueur, 
et  le  mouvement  va  en  s'affaiblissant  constamment  sans  s'éteindre 
complètement  dans  aucune  des  sections  par  lesquelles  il  a  passé.  Or 
il  est  à  remarquer  qu'à  partir  de  l'instant  où  une  section  quelconque 
est  atteinte  par  le  mouvement,  la  vitesse  moyenne  des  molécules 
qu'elle  renferme,  estimée  dans  le  sens  de  la  longueur  du  tuyau,  con- 
serve ime  valeur  différente  de  zéro,  pendant  un  temps  déterminé  qui 
est  le  même  pour  toutes  les  sections;  et  qu'ensuite  cette  vitesse 
moyenne  reste  nulle  indéfiniment,  quoique  le  mouvement  ne  soit  pas 
anéanti  dans  la  section.  Cet  intervalle  constant  est  égal  au  temps  que 
l'épaisseur  de  l'ébranlement  primitif  met  à  traverser  la  section  ;  il  a 
pour  valeur  cette  épaisseur  divisée  par  la  vitesse  de  propagation  du 
mouvement. 

Après  avoir  déterminé  la  vitesse  de  propagation  du  mouvement, 
j'ai  calculé  le  mouvement  même  de  chaque  molécule  en  particulier, 
en  supposant  que  la  section  droite  du  cylindre  indéfini  soit  un  cercle, 
et  que,  pour  les  points  d'une  même  section,  l'état  initial  ne  dépende 
que  de  la  distance  à  l'axe.  La  solution  est  donnée  par  deux  séries 
d'intégrales  définies  doubles.  J'ai  examiné,  en  particulier,  le  cas  où 
le  mouvement  est  le  même  dans  toutes  les  sections,  et  dirigé  dans  le 
sens  des  rayons.  Le  système  repasse  périodiquement  par  les  mêmes 
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états  quand  on  ne  considère  que  l'un  des  mouvements  simples, 
dont  la  superposition  forme  le  mouvement  le  plus  général.  Les 
nombres  de  vibrations  exécutées  pendant  un  même  temps,  dansées 
différents  mouvements  simples,  sont  proportionnels  aux  racines  d'une 
équation  transcendante.  Les  surfaces  nodales  correspondantes  à  cha- 
cun de  ces  mouvements  sont  déterminées  très-simplement  au  moyen 
des  racines  de  cette  même  équation.  Les  distances  de  ces  surfaces 
consécutives  ne  sont  pas  les  mêmes,  et  elles  conservent  les  mêmes 
rapports  entre  elles  quand  on  fait  varier  le  diamètre  du  tuyau;  elles 
sont  proportionnelles  à  ce  diamètre,  ainsi  que  la  durée  des  vibrations. 
Je  passe  ensuite  au  cas  d'une  application  plus  immédiate,  où  le 
tuyau  est  limité  dans  les  deux  sens,  et  je  cherche  l'influence  que  les 
mouvements  perpendiculaires  à  l'axe  peuvent  avoir  sur  le  son  produit. 
Le  mouvement  le  plus  général  est  représenté  par  des  séries  de 
mouvements  simples  superposés,  qui  correspondent  chacun  à  im  son 
unique.  Le  plus  grave  de  tous  est  celui  que  la  théorie  connue  avait 
donné,  et  qui  diffère  tres-peu  de  celui  que  donne  l'expérience  dans 
des  tuyaux  dont  la  largeur  est  très-petite  par  rapport  à  la  longueur. 

Le  plus  grave  après  celui-ci  est  tellement  élevé  au-dessus  de  lui , 
quand  il  y  a  des  mouvements  perpendiculaires  à  l'axe ,  que  l'on  peut 
affirmer  que  de  pareils  mouvements  ne  sont  pour  rien  dans  la  dijjé- 
rence  qui  existe  entre  l'expérience  et  la  théorie  qu'on  lui  a  comparée. 
Je  suis  parvenu  à  des  conséquences  semblables  en  considérant  un 
tuyau  prismatique  au  lieu  d'un  tuyau  circulaire. 

Je  passe  ensuite  au  mouvement  de  l'air  dans  des  tuyaux  coniques. 
I.,a  première  question  que  je  traite  est  celle  de  la  vitesse  de  propa- 
gation du  mouvement,  en  supposant  l'ébranlement  primitif  entière- 
ment arbitraire.  La  surface  conique  a  pour  directrice  une  courbt- 
fermée  quelconque,  et  la  question  se  trouve  ainsi  traitée  de  la  ma- 
nière la  plus  générale.  La  difficulté  était  plus  grande  dans  ce  cas  que 
dans  celui  du  cvlindre.  Mais  je  suis  parvenu  à  la  surmonter,  et  j'ai 
démontré  que,  dans  ce  cas  général,  la  vitesse  de  propagation  était  la 
même  que  dans  un  milieu  indéfini.  On  retrouve  encore  d'autres  ré- 
sultats analogues  à  ceux  qu'avaient  oiTerts  les  tuyaux  cylindriques 
mdétinis. 
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J'ai  encore  cherché  cette  vitesse  de  propagation  pour  lair  compris 
entre  deux  plans  indéfinis,  en  partant  d'un  ébranlement  arbitraire. 
I.e  résultat  a  encore  été  le  même. 

J'étudie  ensuite  les  sons  rendus  par  des  tuyaux  d'une  grandeur 
finie,  ouverts  ou  fermés  aux  deux  extrémités,  ou  bien  ouverts  à  l'une 
quelconque  des  deux,  et  fermés  à  l'autre. 

Daniel  Bernoulli  s'était  occupé  de  cette  question  dans  l'important 
"Mémoire  que  tous  les  physiciens  connaissent.  Mais  il  n'a  fait  le  calcul 
que  dans  le  cas  particulier  où  la  plus  petite  base  est  nulle ,  et  où,  par 
conséquent,  le  tuyau  a  la  forme  d'un  cône  entier.  Il  reconnaît  ne 
pouvoir  appliquer  son  analyse  au  cas  général  ;  toutefois  il  considère 
certains  troncs  de  cône  particuliers.  Ce  sont  ceux  que  l'on  pourrait 
détacher  du  cône  entier ,  en  le  coupant  soit  à  un  ventre ,  soit  à  un 
nœud ,  suivant  que  l'extrémité  devra  être  ouverte  ou  fermée.  Mais 
quoiqu'il  ait  soupçonné  que  certains  résultats  devaient  avoir  lieu  poin- 
tons les  troncs  de  cône,  il  ne  l'a  pas  démontré;  et,  pour  la  plupart  des 
conséquences,  elles  n'étaient  pas  susceptibles  dètre  étendues  par  ana- 
logie, parce  que  leurs  lois  n'étaient  pas  assez  simples. 

Enfin ,  je  considère  en  dernier  lieu  les  sons  que  rendrait  un  tuyau 
formé  par  quatre  faces  planes,  dont  deux  seulement  seraient  paral- 
lèles. Les  surfaces  nodales  et  les  ventres  dépendent  alors  de  la  résolu- 
tion d'équations  plus  compliquées  que  dans  les  cas  précédents.  Lors- 
que des  expériences  exactes  auront  été  faites  sur  les  points  nouveaux 
traités  dans  ce  Mémoire,  je  m'empresserai  de  les  comparer  aux  résul- 
tats indiqués  par  mon  analyse. 

Etjiuitions  générales . 

I.  Cas  des  gaz.  —  Soient,  dans  l'état  d'équilibre,  D  la  densité  du 
gaz,  qui  sera,  par  exemple,  l'air  atmosphérique,  celle  du  mercure 
étant  prise  pour  unité;  po  sa  force  élastique,  g  la  gravité  et  h  la  hau- 
teur barométrique;  on  aura 

Po  =  gh. 

Désignons  par  p  la  densité  variable  de  l'air  en  un  point  quelconque , 
par  p  sa  pression ,  et  par  y  sa  condensafion  ;  de  sorte  que  l'on  ait , 
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pour  une  température  égale  à  celle  de  l'état  naturel , 

La  condensation  positive  ou  négative  développe  une  quantité  de  cha- 
leur positive  ou  négative,  qui  élève  la  température  d'une  quantité  de 
même  signe ,  que  l'on  peut  regarder  comme  proportionnelle  à  la  con- 
densation, (lu  moins  quand  elle  n'est  pas  trop  considérable.  Cette 
élévation  de  température  produit ,  dans  la  force  élastique  p  de  l'air, 
une  augmentation  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger.  En  désignant 
par  6  le  nombre  de  degrés  centésimaux  dont  la  température  v  s'est 
élevée,  et  par  a  le  coefficient  o,oo366  de  la  dilatation  de  l'air,  on  aura 
la  proportion 

fj;  gh::D{i-h  y)[i  -h  a{v-^  5)J  :  D(i-)-  av), 
d'où 

P  =  gh{i-hy)- 


ou ,  en  se  bornant  à  la  première  puissance  de  a , 

p  =  gh{i-^y)[i-h  aô); 

et  enfin  ,  en  négligeant  le  produit  y9 , 

p  =  gh(\  +  y  +  aQ). 

Si  l'on  remplaçait  ccO ,  qui  est  sensiblement  proportionnel  à  '/»  par  ky, 
on  aurait  la  formule  employée  par  M.  Poisson  dans  le  Mémoire  où  il 
a  calculé  le  premier  le  changement  produit  dans  la  vitesse  du  son  par 
l'élévation  de  température,  qui  résulte  du  rapprochement  des  molé- 
cides  en  mouvement. 

On  sait  que  9  peut  s'exprimer  au  moyen  des  deux  chaleurs  spéci- 
fiques c  et  c'  de  l'air,  la  première  se  rapportant  à  une  pression  con- 
stante ,  et  la  seconde  à  un  volume  constant  pour  la  même  masse  ;  et 
l'on  a 

«^  =  7(7-')' 
d'où  résulte 


=  g^('  +  77)- 
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Cela  posé,  nous  supposerons  que  les  vitesses,  estimées  suivant  la 
direction  des  trois  axes  rectangulaires,  soient  les  dérivées  partielles 
d'une  même  fonction  9  par  rapport  aux  coordonnées  x,  7,  z.  On 
obtient  ainsi,  en  posant 

gh     c 

les  deux  équations  suivantes  : 

l     da 

et  quand  la  fonction  9  sera  déterminée,  on  connaîtra,  à  chaque  in- 
stant et  en  chaque  point,  la  condensation ;  -J^;  et  les  composantes 

...  da      da      do  .  ,         .  ds  .       , 

de  la  vitesse,  qui  seront  t^'  j^'  J^'  ^^^  1  P^^  smte,  la  vitesse  j-,  estimée 
suivant  la  direction  du  rayon  vecteur  /,  mené  de  l'origine  au  point 
que  l'on  considère. 

Cas  des  liquides.  —  Soient  D  et  /)„  la  densité  et  la  pression  initiale, 
D(i  -H  A)  et  ^0  +  ^  ce  que  sont  ces  deux  quantités  à  une  même  tempé- 
rature, h  et  k  étant  deux  accroissements  simultanés,  connus  pour  le 
liquide  en  question,  et  tous  les  petits  accroissements  simultanés  de 
ces  quantités  étant  supposés  proportionnels  a  ^  et  A  ,  de  sorte  qu  on 
ait  en  même  temps,  à  cette  même  température. 

p=D(l-f-i;,        p  =  Po-r-j- 

Soit  6  l'élévation  de  température  produite  par  la  condensation  i,  et 
ô*  la  dilatation  cubique  du  liquide  ;  on  aura 

e^  =  s(L-r). 

Pour  calculer  l'augmentation  de  pression  produite  par  l'élévation  5  de 
la  température,  sans  variation  de  densité,  soit  D'  la  densité,  elle  de- 
viendrait D'(i  —  6â)  par  l'accroissement  de  température  5,  sans  chan- 
gement de  pression;  produisons  maintenant  une  condensation  60*,  sans 
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changer  la  température,  ce  qui  ramené  la  densité  à  sa  valeur  D',  il  en 
résultera  une  augmentation  de  pression  -^Oà.  L'ajoutant  avec  p.  on 
aura  la  pression  produite  par  la  condensation  s,  en  tenant  compte  du 
dégagement  de  chaleur.  Ainsi, 

lies  équations  de  l'hydrodynamique  conduisent  alors  à 

s  =  —  -^,    'Ll  —  a}  {'^'^  +  ^  +  ^"^  > 

a"  ilt''       dt'  \(ix'  dy''  dz' ) 

en  posant 

~  I    /      c 

Les  équations  sont  donc  de  même  forme  pour  les  liquides  et  pour  les 
gaz. 

On  retomberait  dans  le  cas  des  gaz,  en  supposant 

k  =  poh, 
et  alors 

D    r 

f^itesse  de  propagation  du  mouvement  de   L'air  dans  un    tuyau 
cylindrique  (juelconque. 

W.  Considérons  un  tuyau  cylindrique  mébranlable,  rempli  d'air  ou 
d'un  autre  gaz  quelconque,  s'étendant  indéâniment  dans  les  deux 
sens,  et  ayant  pour  section  perpendiculaire  à  ses  arêtes  une  courbe 
d'une  forme  quelconque.  Supposons  que ,  dans  une  très-petite  partie 
du  fluide,  on  ait  produit  en  chaque  point  une  certaine  condensation, 
et  imprimé  certaines  vitesses;  lorsqu'on  abandonnera  le  fluide  à  Im- 
mème,  le  mouvement  se  propagera  d'un  point  à  un  autre,  et  nous 
nous  proposons  ici  de  déterminer  la  vitesse  de  cette  propagation  :  ce 
qui  revient  à  connaître  au  bout  de  quel  temps  un  point  situé  à  une 
distance  donnée  de  la  partie  ébranlée,  commencera  à  se  mettre  en 
mouvement.  On  pourrait  tirer  quelques  inductions  à  ce  sujet  de  la 
considération  de  la  superposition  des  petits  mouvements;  mais  on 
ne  peut  réellement  en  tirer  au»;une  conséquence,  et  \\  est  indispen- 
sable, pour   la  solution   rigoureuse   de  la  question,   d'employer  les 


d'i 

rfç 

di^ 

d^ 

d^ 

dt' 

dx' 

dP' 

dz' 

dr 
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équations  générales  avec  les  conditions  spéciales  qui  se  rapportent  au 
cas  actuel. 

Les  vitesses  et  la  condensation  initiales  étant  données, 

pour     <  =  o. 

sont  des  fonctions  connues  de  x.  j^  z  qui  ne  sont  différentes  de  zéro 
que  pour  les  valeurs  de  x ,  j-,  z  correspondantes  aux  points  compris 
dans  une  portion  de  tuyau,  très-peu  étendue  dans  tous  les  sens.  On 
connaît  ainsi,  à  une  constante  arbitraire  près,  la  valeur  de  ©,  pour 
t  =  o. 

Cela  posé ,  prenons  poiu"  inconnue  la  valeur  moyenne  de  9 ,  relative 
aux  points  d'une  même  section  quelconque ,  perpendiculaire  aux 
arêtes.  L'ébranlement  initial  étant  tout  à  fait  arbitraire ,  cette  valeur 
moyenne  cessera  d'être  nulle  pour  une  section  en  dehors  de  cet  ébran- 
lement, au  moment  même  où  le  mouvement  atteindra  cette  section. 
I/expression  de  cette  moyenne  sera 

fffdydz 
'  JJdydz  -■ 

ces  intégrales  se  rapportant  à  l'aire  entière  de  la  section.  Le  diviseur 
fjdydz  étant  constant,  il  suffit  de  déterminer  le  numérateur,  et  nous 
poserons 

ffç(fy(iz=  u, 

d'où  il  résultera 

les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  toute  l'étendue  de  la  surface 
de  la  section. 

Cherchons  maintenant  à  évaluer 


// 


'<?  _^  d'^'\ 


Intégrons  d'abord  ^-7  dy  entre  les  deux  valeurs  de  y  correspondantes 
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au  même  z ,  BC, /ig.  i .  Nous  aurons  ainsi 

m.- m.' 

ces  deux  valeurs  de  j-  se  rapportant  respectivement  aux  deux  |)ouit> 
Ma,  M,.  Il  reste  maintenant  à  former  l'intégrale 


mi-i^.i"^ 


entre  les  deux  valeurs  extrêmes  de  z  qui  se  rapportent  aux  points  de 
la  section  ou  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  /. 


Fi^. 


Si  nous  désignons,  en  général,  par  ê,  y  les  angles  Jormés  avec  les 
directions  positives  des^  et  z,  par  la  direction  extérieure  de  la  nor- 
male a  la  surface  du  cylindre,  que  nous  supposerons,  pour  plus  df 
simplicité,  sans  inflexions;  nous  aurons,  au  point  M^. 

i/z  =  fi\.,co^è.^ , 
et.  au  point  M,  , 

(h  =  —  ds,  cosê,  , 

ds,  et  ds ,  étant  les  arcs  uifiniment   petits  M,/?/,,    M.z/i.^  considérés 
comme  essentiellement  positifs. 
On  a  ainsi 

lï?)    -(?)    I^^  =  (?)    ry..,cosS,+  (J)    ./..cosS,. 

,  romi   \IV    —  Fevriic  i8-(').  S 


/ 
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Donc  l'intégrale 

peut  être  remplacée  par  la  suivante 

-y-  ds  COS  0  , 

étendue  au  périmètre  entier  de  la  section. 

Opérant  de  la  même  manière  sur  — ^  dzdj ,  et  réunissant  les  deux 
résultats,  on  obtient 

jj&  -^  S)  '^ydz  =.f[^  cosê  +  Jcosv)  ds, 

cette  dernière  intégrale  s' étendant  au  périmètre  entier  de  la  section. 

Mais  -j-  et  t^  étant  les  composantes  de  la  vitesse,  parallèlement  aux 

axes  des  y  et  des  z,  la  composante  suivant  la  normale  aura  pour 
expression 

-r  COS  5  H — J-'  COS  7 , 

dy  dz  ' 

et  comme  cette  composante  est  nulle,  puisque,  par  hypothèse,  le 
tuyau  est  complètement  immobile,  on  a,  pour  tous  les  points  du 
contour, 

d-j  c  da 

-r  COS  S  -h  -p  cos  7  ^  o  , 
dy  dz  ' 

soit  que  les  points  du  fluide  y  soient  en  repos,  ou  en  mouvement. 
Tous  les  éléments  de  l'intégrale  étant  nuls,  on  a 


//($-^S}^r^/^  =  - 


Cela  posé,  si  Ion  intègre  tous  les  termes  de  l'équation  i;,  multipliés 
par  dhdc,  et  qu'on  étende  ces  intégrales  à  l'aire  entière  de  la  section 
correspondante  à  une  valeur  quelconque  de  x,  on  aura 

'.,,  d'il  -  d-  it 

^   '  dt'  dx- 

Multipliant   de    même   par   dj  dz    les   termes  de   l'équation   ;^2),    on 
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obtient 

(4,  JJ,,,,.,,-  =  _l/JJrf,rf.=  _l* 

Les  équations  (3i  et  (4)  feront  connaître  les  valeurs  moyennes  de  o  et 
de  7.  La  valeur  moyenne  de  la  vitesse  -j-i  parallèle  à  l'axe  des  x,  sera 

donnée  par— 1  et  l'on  connaîtra  ainsi  la  vitesse  et  la  condensation 
moyenne  à  un  instant  quelconque,  et  pour  une  section  quelconque. 

IIL   L'intégrale  de  l'équation  (3)  est 

M  =  F(a.-  -h  nt)  -hf{x  —  at) , 

et  d  ne  reste  qu'à  déterminer  les  fonctions  arbitraires  F  et  J  d  après 
l'état  initial.  Supposons  que  l'ébranlement  initial  soit  renfermé  entre 
deux  valeurs  de  jc  très-peu  différentes,  o  et  /,  et  ne  s'étende  pas  né- 
cessairement jusqu'aux  parois  du  tube.  Les  condensations  et  les  vitesses 
étant  connues   à  cet  instant,   on  connaît  les  valeurs  de  -j -i -j-  pour 

,,         ,     du     du 

/  =  O,  et,  par  conséquent,  aussi  celles  de  —■,  -j-  pour  ^  =  o. 

En  différentiant  la  valeur  générale  de  u  par  rapport  à  /  et  x,  on 
obtient 

~  =  ¥'{x  +  at)+f'{x-at). 

~  =^  a  [F' [X -h  at)  -  f  [x  -  at]]. 

Soient  y^{x)  et  n/^  [x]  les  valeurs  cornuies  de  —  »  —  pour  /  :=  o,  on 
aura 

F'W-t-/'(-a^)  =  X(j^), 
F'{x)  -J'{x)  =  i,ix); 
d'où 

et,  par  suite , 

/(-s  du yjx -i-al) -i- y,{x -hat)         ^(x  —  flfi — y^ix  —  at) 

Pi  ^—  ^  ^  I  ^ ' 

(6^  i  ^  =  x(-^  +  "^)  +  X.U-  +  aO  _  x(j— af)  — X'I-^  — "^) 

^   '  a  dt  2  7.  ' 

8.. 
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Ces  équations  (5)  et  (6)  feront  connaître  à  chaque  instant  la  conden- 
sation moyenne  et  la  vitesse  moyenne  parallèle  à  l'axe  des  a.',  des 
points  qui  se  trouvaient  primitivement  dans  une  même  section  quel- 
conque. 

IV.  Les  fonctions  /(w),  /,  (o))  sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs 
de  0)  qui  ne  sont  pas  comprises  entre  o  et  /.  Si  donc  on  considère  une 
section  correspondante  à  une  valeur  de  .r  plus  grande  que  /,  y^[x-\-at) 
^t  Xi  ("^  -(-  at;  seront  nuls,  quel  que  soit  t;  et,  par  conséquent,  pour 
toute  section  située  en  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  on  aura 


,   V  ^'  _  X  (^  -  et)  —  X,  f.r  —  ai) 


I   i/ii ^,(j:  —  (it)  —  ^(x  —  at) 

n  dt  2 

il'où  résulte 


du  I  du 

dx  a  dt 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  moyenne  d'iuie  section  est  le  produit  de 
la  vitesse  de  propagation  par  sa  condensation  moyenne. 

Les  équations  (7)  et  (8^  montrent  que  V  fit  —  sont  nuls  tant  que 
l'on  a  :r  —  rtf  >  /;  ils  cessent  de  l'être  quand  x  —  a^  =  /;  et  ils  re- 
deviennent nuls  quand  x  — at  ■<.  o.  Ainsi  la  vitesse  moyenne  dans 
le  sens  des  x  et  la  condensation  moyenne  commencent  à  acquérir 
des  valeurs  différentes  de  zéro  après  le  temps  /  = :  elles  repren- 
nent la  valeur  zéro  lorsque  /  ^  -,  et  la  conservent  indéfiniment. 
^                a 

et,   par  conséquent,    n'ont    d'existence    que   pendant   l'intervalle   de 

/ 
temps  -• 

La  propagation  de  la  vitesse  et  de  la  condensation  moyennes  se  fait 
donc  avec  une  vitesse  égale  à  n,  c'est-à-dire  avec  la  même  vitesse  que 
se  propagerait  le  mouvement  dans  le  fluide  indéfini  en  tous  sens. 

On  peut  donc  dire  aussi  que  le  mouvement  se  propage  dans  le  tuhe 
avec  la  même  vitesse  que  dans  le  fluide  indéfini. 

V.  La  partie  primitivement  ébranlée,  et  que  nous  avons  supposée 
très-petite  en  tous  sens,  s'étend  et  communique  le  mouvement  au 
fluide,  comme  s'il  était  indéfini,  jusqu'à  ce  que  l'onde  yienne  en  con- 
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tact  avec  la  paroi.  Elle  se  réfléchit  alors  successivement  et  produit  un 
mouvement  rétrograde  qui  se  réfléchira  de  nouveau  ,  et  ainsi  de  suite. 
Or,  sans  rechercher  pour  le  moment  la  loi  de  ces  réflexions,  on  voit 
«pie  le  mouvement  se  propagera  dans  les  deux  sens  suivant  la  longueur 
du  tuyau,  mais  ne  s'anéantira  pas  dans  les  parties  Je  cette  longueur 
par  lesquelles  il  aura  passé. 

Or  il  résulte  de  ce  qui  précède  cette  conséquence  remarquable ,  que 
lorsqu'une  section  est  atteinte  par  le  mouvement,  la  vitesse  uiovenne 
et  la  condensation  moyenne  de  ses  points  sont  différentes  de  zéro  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  égal  à  ->  et  qu'ensuite  elles  restent  con- 
stamment nulles,  bien  que  le  mouvement  continue  à  avoir  lieu  dans 
cette  même  section. 

Mouvement  de   /'air  dans  un  tujcui  cylindi  ique  indéfini  a   ha.se 
circulaire. 

VI.  Nous  allons  chercher  maintenant,  non  pas  seulement  la  vitesse 
avec  laquelle  se  propage  le  mouvement ,  mais  le  mouvement  même  de 
chacun  des  points  du  fluide  renfermé  tians  un  tuyau  cvlindrique  indé- 
fini dans  les  deux  sens.  Nous  supposerons  que  la  section  de  ce  cylindre 
par  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  soit  un  cercle,  et  que  l'ébran- 
lement primitif  soit  semblable  autour  de  l'axe  :  de  sorte  que  le  mou- 
vement et  la  condensation  en  chaque  point  ne  dépendent  que  du 
temps  L,  de  l'abscisse  x  parallèle  à  l'axe  du  cylindre,  et  de  la 
ilistance  r  à  cet  axe.  En  introduisant  cette  dernière  variable  au  lieu 
de^  et  z  dans  l'équation  aux  différentielles  partielles,  précédemment 
écrite,  on  obtient 

!!ll  —  a^  /11?  _L  1  ^  _i_  ^  \ 

dt'  \  dr'  r  dr^  dx'  '  ' 

La  composante  «le  la  vitesse  suivant  le  rayon  /■  sera 

y  da         z  dv  dti 

r  dy         r  dz  dr 

-^  sera  toujours  la  composante  parallèle  à  Taxe  des  x,  et  la  vitesse 
résultante  sera 


vXïï^W 
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Les  molécules  situées  primitivement  a  la  surface  intérieure  du  tuyau 
devront  y  rester  constamment;  leur  vitesse  dans  le  sens  du  rayon  sera 
donc  nulle  à  chaque  instant.  Il  en  sera  de  même  des  points  situés 
dpns  Taxe.  Si  donc  on  désigne  par  /  le  rayon  de  la  section  circulaire . 
on  devra  avoir 

-ï  ^  o     pour     /•  =  o     et  pour     /■  =  /, 

quels  que  soient  x  et  t. 

L'état  initial  du  fluide  étant  donné,  on  connaîtra  les  composantes 
de  la  vitesse  en  chaque  point,  ainsi  que  la  condensation,  pour  la  va- 
leur zéro  de  /.  Ce  seront  des  fonctions  arbitraires  de  /et  oc;  et  la 
question  consiste  à  déterminer  la  valeur  de  ç>  qui  satisfait  à  l'équation 
aux  différences  partielles,  et  aux  conditions  particulières  que  nous 
venons  d'indiquer. 

On  a  ainsi  à  satisfaire  au  système  des  équations  suivantes  : 


'u  ,  /rf'o  i  do         d'o\ 

'f-  \  dr-  r  dr  dx'  j 


-I  =  o     pour     r  =  o     et  pour     r  ^=  l, 
-i  ^Y(x,  r)     pour      t  ^=  o . 


\  -j  ^=  J  {jc,  ri     pour      <  =  o , 

dr.  ,    ,  . 

,4.  -f  =  <i>  (X.  r)     pour      <  =:  o. 

Les  deux  équations  (3)  déterminent,  à  ime  constante  arbitraire  près, 
la  valeur  de  's.  pour  <  =  o.  En  y  joignant  l'équation  (4),  on  connaît 
donc  les  valeurs  de  (f  -h  c  et  de  -j  ou  ^°  •  correspondantes  à 
^  =  o.  On  pourra  d'ailleurs  prendre  pour  c  la  valeur  qu'on  voudra; 
elle  n'influera  en  rien  sur  l'état  du  fluide  en  chaque  point ,  puisqu'il 
ne  dépend  que  des  dérivées  de  ç  par  rapport  à  r,  .r  et  t. 
Posons  d'abord 

ç  =  u6. 

u  étant  une  fonction  de  r  seulement,  et  6   une  fonction   de  x  et  t. 
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I/équation  { i  )  deviendra 

51 


tPd            , 

(»^- 

9  du 

d'h 

dt' 

^  ~rTr    " 

dx^ 

Déterminons  u  par  l'équation 


(6)  aM^^-H  -— )  =  -  a'". 


rf'u         I   da\ 
1?^  Tdj) 


a  étant  une  constante  indéterminée.  L'équation  (5)  deviendra 

d'^  ,rf'6  j, 

(7)  -7if  =  '^d7-^'^- 

La  valeur  la  plus  générale  de  u ,  qui  satisfait  à  l'équation  ;6, ,  est 

11  =  M  f    CCS  (—  cos  w  j  f/«  -t-  N  /     cos  (  °^  cos  u  1  log  (r  sin^  «  f/cj . 
M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires.  On  en  tire 

du  Ma    r"    .      ixr  \  , 

—  = I      sni    —  cos  w    cos  u  au 

I      sin  (—  cos  Cij)  cos  co  log  (rsin*  u)  Woj 

+   -     I      COS  I  —  cos  W  j  rtCO  , 

ft  il  faut  que  cette  expression  devienne  égale  a  zéro   pour  /  ^  o  et 
1=1,  afin  que  les  équations  (a)  soient  satisfaites.  Il  résulte  de  là  que 

.du  ■•.£!■ 

la  constante  N  ne  peut  être  que  zéro,  sans  quoi  —   serait  innni  pour 

r  =  o.  Cette  supposition  réduit -r^  à   son  premier  terme,  qui  devient 
nul  pour  /•  =  o.  Si  l'on  y  fait  /  =  /,  il  faudra  que  l'on  ait 

a  l     sin  (  —  cos  w  j  cos  w</w  =  o . 

ou,  en  supprimant  le  facteur  a,  ce  qui  n'enlevé  aucune  solution. 
/     sin  (  —  cos  w  J  cos  m  r/w  =  o. 

Cette  équation  déterminera  les  valeurs  de  a   qu'il  est  nécessaire  de 
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prendre  pour  que  les  équarions  (2   soient  satisfaites.  En  intégrant  par 
parties .  on  lui  donne  la  forme  suivante 


(8^ 


a  /     ros  (  —  cos  w  ]  sin^  «  r/w  =  o . 

Jo  V° 


et  cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 
1  a  =  o , 


i    /     cos  (  —  cos  u  )  sin-  u  du  =^  o. 


Les  racines  de  cette  équation  sont  égales  et  de  signes  contranes  ,  pius- 
que  le  premier  membre  reste  le  même  quand  on  change  cr.  de  signe. 
Mais  comme  la  valeur  de  u.  qui  se  réduit,  en  supprimant  le  facteur 
constant ,  a 


u  =:   r    cos  (  —  cos  u  )  d(. 


ne  change  pas  non  plus  de  signe  ni  de  valeur  quand  on  change  a  de 
signe,  les  racines  négatives  de  l'équation  9^  ne  donneraient  pas  de 
nouvelles  valeurs  de  u.  et  l'on  peut,  par  conséquent,  se  borner  aux 
racines  posihves. 

Supposons  donc  'que   l'on   prenne  une  quelconque   d'entre   elles 
poiu-  valeur  de  a,  et  intégrons  l'équation  (-1. 

Si  nous  faisons  pour  cela 

S  =r  cos  U.  [x  —  ë   cos  int , 

il  faudra  que  l'on  ait 

M-  =:  n'^  u.-  -+-  d^: 

dou  résidtera 

5  =  A  cos  fJL  [x  —  î\  cos  t  \  a-  u^  -+-  a?, 

A .  u..  0  désignant  des  quantités  quelconques  indépendantes  de  x  et  l. 
Nous  aurons  encore  une  solution  de  l'équation  (7")  en  prenant 

A  =  —  y  ,î  d§(iu., 

et  intégrant  la  valeur  de  5  par  rapport  a  o  et  ,a  entre  les  limites  —  x 
et  -I-  oc  ;  car  ce  n'est  autre  chose  qu'ajouter  des  intégrales  particu- 
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Hères.  On  aura  ainsi 

(il)     9=-L/'"   f'  y  (g)  cos  fj.  {x  -  g)  cos  t  s'a'  [j}  -+-  a^"  dî  dtj. , 

et,  pour  <  =  o,  cette  valeur  de  Q  se  réduira  à  la  fonction  arbitraire 
X(x),  tandis  que  sa  dérivée  par  rapport  à  t  deviendra  nulle. 

On  aura  une  autre  solution  de  l'équation  (7)  en  intégrant  l'expres- 
sion (i  i)  par  rapport  à  <  à  partir  de  <  =  0,  et  remplaçant  la  fonction  / 
par  jine  autre  fonction  arbitraire  y^  ;  on  obtient  ainsi 

(i  2)   ô  =  —  /        /        /^'^  '      cos  [i.{x  —  î)  sin  t  \a^i)}  +  a}  rl§d[j.. 

Cette  expression  devient  nulle  pour  t=o,  et  sa  dérivée  par  rapport 
à  t  devient  y^,  (a?)  dans  cette  même  hypothèse.  Si  donc  on  ajoute  les 
solutions  (i  i)  et  (12),  on  obtiendra  cette  autre  solution 


i3) 


.9  =—  j       I      )(_{§)  cos  IX  (jc  —  ê)  cos  t  sa'  [}}  -+-  c/}  dî  djj. 
+  —   f^    f       ,  ^•'  ^^^      cos  fJi  (.r  -  g)  sin  t  yg'  a'  +  g'  d§  du , 
et  l'on  trouvera,  pour  1  =  0, 

^^ïA^),    S  =  x.  W- 

En  faisant  le  produit  des  valeurs  de  11  et  Q  données  par  les  équa- 
tions (10)  et  (i3),  on  aura  une  valeur  de  ç;  et  si  Ton  ajoute  toutes 
celles  que  fourniraient  ainsi  les  différentes  valeurs  de  a  tirées  de 
l'équation  (9),  on  aura  une  valeur  plus  générale  , 

(•4)  9-2"^' 

qui  satisfera  aux  équations  (1)  et  (2). 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  satisfaire  aux  équations  (3)  et  (4) ,  qui 
font  connaître ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  les  fonctions  de  x  et  / 

auxquelles  se  réduisent  tf  -^  v  tt      "^      '^'  pour  i  =  o;  ou  encore  celles 

Tome  XIV.  —  FïYniEn  1849.  9 
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de  oet~-  pour  t  —  o,  puisqu'on  peut  supposer  nulle  cette  constante 

indéterminée.  On  sait  comment  la  valeur  de  ç  se  déduira  des  fonctions 

F(x,  r) ,  J  [X,  r)  par  de  simples  quadratures. 
Supposons  ce  calcul  effectué,  et  soit 

ip  =  n  (.r ,  /■)     pour     <  =r  o. 

La  valeur  de  ç  donnée  par  l'équation  (14)  conduit,  pour  <  =  o  ,  aux 
deux  équations 

d'après  lesquelles  il  faut  déterminer   les  fonctions  arbitraires  x(x), 
Considérons  d'abord  la  première  d'entre  elles,  et  désignons  par 


toutes  les  racines  positives  en  nombre  infini  de  l'équation  (9) ,  dont  la 
première  dg  est  zéro.  La  fonction  6  dépendant  de  a,  les  deux  fonctions 
X  W'  X'i^)  ^"  dépendront  aussi,  et  nous  représenterons  par  /_'"■  {x) , 
X'"'  i^)  leurs  valeurs  correspondantes  à  la  racine  a„.  D'après  cela ,  la 
première  équation  (i5)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante 

Or  on  sait  que  les  intégrales  désignées  par  u,  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion 1,6)  et  aux  conditions  (2) ,  satisfont  aussi  à  la  suivante 

.  ^/ 

I      M„  M„  /v/r  =  o , 

toutes  les  lois  que  les  uidices  m,  n  sont  différents. 

Si  donc  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation   1 6)  par  //„  rdi 
et  qu'on  les  intègre  entre  o  et  /,  on  obtiendra 

/'"'  (x)  /     ru^  dr  =   j      U  {x,  r)  u„  rdr, 
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don  l'on  tire 


et  l'on  trouvera  de  même 


JX\\x,  r]u„  rdr 
0 

I        u'^rdr 

\       if\x,  r)  u^rdr 
I       ul  rdr 


La  valeur  de  9  qui  satisfera  à  toutes  les  conditions  de  la  question  sera 
donc 

V  M„  I        1       rfê  /^fi.  cos  fj.  (JC  —  ê  )  cos  t  V  fl'  fi.*  -♦-  a?  -  "^ 


■7)   ?  =  ï^' 


>  «„  I        /       ,  — -  sm  t  \a^u?  +  a„2 -, \ 

I        «*  rr//' 
i/o 


VII.   On  peut,  au  moyen  de  cette  valeur  de  o,  vérifier  le  résidtat 
obtenu  dans  le  n°  IV.  En  effet,  l'équation 

I      M„  u„  rilr  =  o 

prouve  que  1  oh  a 

/      u„  r(ir=r.  o, 

excepte  pour  n  =  o.  Si  donc  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (17)  par  in  rdr  et  qu'on  les  intègre  entre  les  limites  o  et  /,  il 
suffira  de  considérer,  dans  le  second  membre,  les  deux  termes  corres- 
pondants k  n  =  o.  Si  l'on  remplace  Mo  par  sa  valeur  n.  on  obtiendra 

9' 
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ainsi,  en  observant  que  a,,  =  o, 

_^  ^, _   ^  dr 

fi8^ 


(   I     ■i-rodr^f'^    f"  de  d[j.  cos  iJ.{x -ë)cosu.  at  I     n(ê,r)r. 
I  ^1»  fyj±^211^smi.at£'  ^{è,  r)rdr. 


Posons 

£'  n{§,r)rdr=^,{ê), 

et  remplaçons 

cos  ix[x  —  ê  )  cos  fxat 
par 

cos  fi  (or  +  af  —  ê  ;  +  cos  fi  (i-  —  af  —  ê  ) 

la  première  partie  du  second  membre  de  l'équation  (i8)  deviendra 

n  [ij),  {x  -+-  at)  -t-  o,  (j?  —  at)\. 
Quant  à  la  seconde  partie,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

dt  I        j       d§ djj.  cou [j.  {x —  §)  cos  fj. at  j     <!^{§,  r)  rdr, 

et,  si  nous  posons 

f\{è,r)rdr  =  <f,{ë), 

i/o 

elle  devient 

n  I     [ç2  [x  -h  at)  -i-  fi[x  —  at)]  dt , 

et  peut  se  mettre  sous  la  forme 

fi!/,  {x  ■+-  at)  —  i}/,  (x  —  at)l 

en  posant 

ff,{ë)a§=.à,{è). 

D'après  cela,  l'équation  (i8)  devient 

,       .         r  J  oAx  -^-at)  -h  a,(x  —  at)         -i,  ix  -+■  at)  —  ^î<|  (a;  —  at) 

('9^     l    r9dr=^ >-^ -f-^J ^ .: 


.{2t~) 
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si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  a  a 
et  à  <,  et  que  l'on  observe  que  l'on  a 

?;  (g)  =  r  '  F  (g,  r)  rdr,     <^\  (g)  =  y, ,  g)  =  f*  %  (g ,  r)  rdr, 
on  obtiendra 

I   /     ~dT  ''^^  ~  '7.    I     [F  ("^  -+-  «'  5  ^)  ^-  F  (^  —  «<,  /•)]  rdr 
-+-  ;^  r    f "^  {x-^  at,  r)  -  ^[x  -  at.r]  rdr. 

C    ^  rdr  =1   f    [¥{x  +  at,r)-F{x  -  cit.  r)]  rdr 
H —    /     \ <^  (jc  -i-  at ,  r)  -h  ']/  {x  —  at ,  r)]  rdr 

En  faisant  /  =  o  dans  ces  équations,  on  trouve,  comme  cela  devait 
être, 

£''}^rdr=£Yix,r)rdr^      £ '-1  rdr  =  f\  i^ ,  r,  rdr. 

Comparons    maintenant    les   équations  (ao) ,   (21)   aux   équations  (5) 
et  (6)  du  n"  III,  en  observant  que  l'on  devra  poser 

u  =  ■in  I      (f.rdr,     -—  z=  7.n  I      -r  rdr,      -—  =  in  t      -f  rdr. 

et,  par  conséquent, 

/(x)  =  2;r/     F{x,r)rdr,     ay^^{x)=ini     ii{x,r)rdr. 

Jo  *^0 

D'où  l'on  voit  que  les  équations  (5)  et  (6)  coïncident  avec  les  équa- 
tions (20) ,  (21)  ;  ce  que  nous  voulions  vcrijîer. 

Cas  où  le  mouvement  n'a  lieu  que  dans  la  direction  du  rayon. 

VIII.  Supposons  que,  dans  l'état  initial,  les  points  ne  soient  pas 
sortis  de  la  section  dans  laquelle  ils  se  trouvaient  dans  l'état  naturel 
d'équilibre,  et  que  cet  état  initial  soit  le  même  pour  tous  les  points 
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également  distants  de  l'axe.  La  fonction   ç   ne  dépendra  alors  que 

de  i  et  t,  et,  par  conséquent,  on  aura 

F  {x,  r)  =  o. 

Les  fonctions  connues  J  (x ,  r) ,  éix,r    seront  remplacées   par  J  \r) 
que  nous  désignerons  par  ,  et  par  ^  (r)  ;  et  la  fonction  II  (a:,  /)  sera 

remplacée  par  II  'r':.  Les  équations  du  problème  seront  donc 


(i-'j,  „  fd-  s 


-V-  =  o     pour   /■  =  o      et      r  ^=  l , 

o  =  n  '/;  \ 
d-'         .  ,  A     pour     t  =  o. 

On  peut  traiter  directement  ces  équations  comme  celles  du  n"^  VI,  et 
poser  d  abord 

o  =  u6, 

w  =  /     cos  (  —  cos  oj  ]  rfu .       al     cos  | —  cos  u  )  sm^  03  du  ^  o, 

nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'on  peut  négliger  la  racine  a  =  o.  Il 
résulte  de  ces  équations 

r—  =  —  a-  6 .     5  =  A  cos  a?  •+■  B  sin  a.t , 
V  =  ^  A„  u„  cos  a„t  -r-^^  B,!  u^  sin  a„  /  . 
A„  et  B„  seront  déterminés  par  les  conditions 

V  A,  u„  =  n  (r) ,      y^  an  B„  «„  =  4^  [r] ,     ' 


JUnrUlrjdr  i       Ur,r-]iyr}dr 

0  !,«/<' 


A.  =  - r~ ,       B„  = 
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et,  par  conséquent, 

Je'  r  ' 

n{r)u„rdr  I       ■!f{r,u„rdr\ 

o  si"  ■■'lit    Jo                          f 
(22)       (j5  =r    >    M„  /  COS  a„  r 


r'  ''"   '    r'  ,       r 

I      u',  rdr  I       ii\  rdr      y 

Jo  Jo 


Quoique  cette  formule  ait  été  très-facile  à  trouver  directeHieut ,  il 
n'est  pas  inutile  de  reconnaître  comment  elle  peut  être  déduite  de  la 
formule  (17),  en  supposant  qu'on  y  remplace  les  fonctions  n(o,  /■  , 
<if{^,  r)  par  n(r),  <i([r).  Pour  cela,  nous  considérerons  d'abord  l'in- 
tégrale 

Xcc       /»  ce  

/       r/g  dix  cos  jUL  (j-  —  S)  cos  t  sjà'  fi'  -(-  a,^  ; 
-00  J  —  X 

intégrant  par  rapport  à  ê,  entre  x  et  une  limite  positive  tres-graiicle. 
il  faudra  calculer  ensuite 


x 


sin  (i  (6  —  x^ 
—  » 


dix  — — cos  t  va*  !x'  +  a,? , 


puis,  supposer  S  :=  00  . 

Il  est  facile  de  voir  que  lorsque  é  est  très-grand,  il  suffit  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  ju,  très-voisines  de  zéro;  ce  qui  réduit 
cos/  \'d^ix^  +  cf.^  sensiblement  à  cos  a„  ^  Quant  à  l'intégrale 

'  sin  fi  (6  —  j:) 


r 


dij., 


qui  devait  être  prise  entre  des  limites  tres-voisines  de  zéro,  il  n  \  a 
aucun  inconvénient  à  la  prendre  entre  —  zc  et  +  se  ,  ce  qui  donne  n 
pour  sa  valeur.  La  partie  de  l'intégrale  double  qui  vient  d't-tre  cal- 
culée est  donc  égaie  à  tî  cos  a„  t. 

On  verrait  de  même  que  la  partie  correspondante  aux  valeurs  de  6 
comprises  entre  —  »  et  x,  est  encore  égale  à  tt  cos  a„  ^  Doii  il 
suit  que  l'on  doit  remplacer 

1       d§  d[x  cos  ix[x  —  è)  cos  l  yjà' \i^  -f-  a^ 

00    J —  30 

par  2  n  cos  a„  t. 
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Un  calcul  semblable  donnera 


f'f 

J—X)  J—: 


rfSrfiiCOSu  (j;  — S)     .      ^     —, — ô— ;  2;rsina„C 


y' a'  fi^-f- 
La  formule  (17)  devient  donc 

JW\ru„r  (il  j       -i  (r)  u„  r  dt 

0  V^  «n  sin  2,,  t  i/o 

o  =  >  M_  cos  a„  t J- h  > J — ^ ? 

1       u\rdi  j       u],rdr 

Jo  ■  t/O 

ce  qui  coïncide  avec  la  formule  122  . 

11  est  bon  d'observer  que,  dans  l'équation  (22),  il  est  inutile   de 
tenir  compte  de  la  racine  a,,  =  o;  car  la  première  partie  du  second 

membre  donnerait  un  terme  constant,  qui  disparaîtra  dans -r^  et -^; 

'  dt         dr 

et  la  seconde  partie  donnera  un  terme  nul ,  vu  que 


/      6  (ri  rdr  =  o. 


puisque  la  masse  du  fluide  n'a  pas  varié. 

IX.  Considérons  dans  la  valeur  de  o  les  termes  correspondants  à 
une  même  valeur  de  a  ;  ils  seront  de  la  forme 

u„  (A  cos  a„  ^  -(-  B  sin  a„  t). 
En  supposant  ç  réduit  à  ces  seuls  termes,  on  aurait 

do         du„  I  .,         D    •  ., 

-7^  =  -7-  (A  cos  a„  ^  -t-  B  sin  (/.„t  , 


z=  %„u„[—  k  sin  a„ <  -4-  B  cos  a„  t) , 


d'où  l'on  conclut  que,  dans  ce  mouvement  partiel,  les  vitesses  et  les 
condensations  en  chaque  point  redeviendraient  les  mêmes  après  un 
intervalle  de  temps  T,  ayant  pour  expression 

T=^. 
Ainsi  les  nombres  de  %yibrattons  exécutées  pendant  un  même  temps. 
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dans  les  divers  mouvements  élémentaires  qui  peuvent  avoir  lieu  dans 
le'  même  tuyau,  sont  directement  proportionnels  aux  racines  corres- 
pondantes de  l'équation  (9;. 

Pour  déterminer  les  surfaces  nodales  correspondantes  a  une  raciiif 
quelconque  a„,  il  faut  poser 


■  I     cos  (  -^  cos  0)  j  sin^  w  r/o)  =  o , 


ce  qui  donne,  dans  tous  les  cas,  r  =  o;  et,  en  eftét,  tous  les  points 
de  l'axe  restent  nécessairement  immobiles.  Les  autres  valeurs  de  r  se 
déduisent  immédiatement  de  la  comparaison  de  cette  équation  avei 
l'équation  (9),  et  l'on  obtient 

«„/•  =  a/,     r=:  —  /. 

Dans  cette  équation,  on  donnera  à  a  toutes  les  valeurs  tirées  de 
l'équation  (9);  et  les  valeurs  de  r  qui  seront  moindres  que  /  détermi- 
neront des  surfaces  cylindriques  ayant  même  axe  que  le  tuyau ,  et 
dont  tous  les  points  seront  sans  vitesse  :  ce  seront  les  surfaces  nodales 
correspondantes  à  ce  mouvement  particulier.  La  condensation    n'y 

■;era  pas  nulle,  parce  que  //„  n'étant  pas  zéro,  -^    ne  le  sera   pas   non 

plus  généralement. 

Les  différents  rayons  des  surfaces  nodales  seront  donc,  en  ne  consi- 
déranl  pas  l'axe  ni  la  surface  du  tuyau. 

leur  nombre  est  le  même  que  celui  des  racines  moindres  que  celle  que 
l'on  considère. 

Les  numérateurs  a,  ,  a^,  etc.,  étant  les  mêmes  pour  deux  racines 
quelconques  a.„,  a,„,  les  rayons  des  surfaces  nodales  du  même  rang, 
dans  deux  mouvements  simples  différents,  sont  en  raison  inverse  des 
deux  racines  correspondantes  à  ces  mouvements.  Les  inlervalbs  entre 

Tome  XIV —  Maks  18^9  I  O 
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ces  surfaces  sont  donc  dans  des  rapports  invariables ,  (^uet  (juc  soit  a- 

mouvement. 

M.  Poisson  a  eu  occasion  de  considérer  une  équation  semblable  a 
l'équation  (g),  dans  le  mouvement  vibratoire  d'une  membrane  circu- 
laire, qui  offre  beaucoup  d'analogie  avec  celui  que  nous  examinons 
ici.  Il  ramené  sa  résolution  à  celle  de  l'équation  suivante  dont  les  ra- 
cines sont  entièrement  numériques,  et  ne  dépendent  d'aucune  des 
données  particulières  de  la  question, 


r 


cos  (a  \jx  cos  w)  sin''  oj  r/w  =  o. 


Les  deux  plus  petites  racines  «le  cette  dernière  équation,  calculées  par 
cet  illustre  géomètre,  sont 

x\  =  3,55 ,     JTj  =  I  2,4 1  ; 
d'où  nous  concluons 

2aV^3,55  2(1^/12,4' 

et  généralement 

2  a  ^jr^i 


/ 
Le  temps  T,  pendant  lequel  s'opère  une  vibration  ,  devient 

La  quantité  rt,  qui  est  la  vitesse  de  propagation  du  son  dans  le  gaz, 
sera  égale  à  333,  si  ce  gaz  n'est  autre  chose  que  l'air  atmosphérique 
■A  la  température  o",  en  prenant  le  mètre  poiir  imité:  la  formule 
précédente  devient  alors 

■y     W  / 


333  \jx„ 


Dans  la  valeur  de  T,  il  n'y  a  que  le  facteur  /  qui  dépende  du  tuyau  . 
puisque  Xn  est  racine  d'une  équation  qui  n'en  dépend  pas.  d'où  l'on 
conclut  que  dans  des  tuyaux  de  largeurs  différentes,  le  ton  corres- 
pondant au  même  nomhrr  de  surfaces  nodales  est  en  raison  inverse 
du  diamètre  du  tuyau. 
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I. 'expression       /  des  rayons  des  surfaces  nodales  relatives  au  uiouve- 

ment  simple  correspondant  à  la  racine  a„  ,  devient,  en  introduisant  les 
racines  de  l'équation  en  x. 


=  Vi: 


Ces  valeurs  sont  proportionnelles  à  /,  et,  par  conséquent ,  les  surfaces 
iiodales  forment  des  systèmes  semblables  dans  des  tujauor  difféients. 
On  peut  remarquer  que  les  valeurs  de  a  n'étant  pas  en  progression 
arithmétique,  les  parties  qui  sont  comprises  entre  deux  surfaces  no- 
dales  consécutives,  et  qui  effectuent  dans  le  même  temps  leurs  vibra- 
tions dans  le  sens  du  (layon  ,  n'ont  pas  la  même  épaisseur. 

X.  Pour  que  l'air  renfermé  dans  le  tuyau  rende  un  son  unique,  il 
faut  qu'il  n'existe  qu'un  seul  de  ces  mouvements  simples.  Le  plus 
grave  que  l'on  puisse  obtenir  correspond  à  a,  ;  il  n'y  a  alors  aucune 
surface  nodale  entre  l'axe  et  la  paroi  du  tuyau;  In  durée  de  l'oscillation 
totale  est 

~  1254,84' 

Ainsi,  pour  un  tuyau  de  i   mètre  de  diamètre,  le  son  le  pltis  grave 
correspondrait  à  un  nombre  de  vibrations  égal  à 

■  254,84        ..        , 

Le  plus  grave  après  celui-ci  correspond  à  a,  ;  la  diu'ée  de  l'oscilla- 
tion est 

rp     3.T  I 

2346 , 1 7 
l,e  nombre  d'oscillations  exécutées  dans  une  seconde  est  donc 

2346, 17 

2-t/ 

et,  dans  le  cas  ou  le  diamètre  2/  est  1   mètre,  ce  nombre  est 

746,8. 
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Ce  ton  nest  pas  tout  à  fait  l'octave  du  premier.  Le  rayon  de  la  surlace 
uodale  qui  lui  correspond  ,  et  qui  peut  être  regardée  comme  une 
paroi  résistante,  est  aussi  un  peu  plus  grand  que  la  moitié  de  celui 

1  -  y-.       1      .  »i  /         1254,84  I 

qui  répond  au  premier  ton.  Car  il  est  —  /  ou       ,^       l.  qui  est  un  peu 

plus  grand  que  -  /. 

En  déterminant  les  diverses  racines  a^ ,  a, ,  etc.,  on  connaîtrait  tous 
les  sous  uniques,  correspondants  aux  différents  mouvements  simples 
dont  le  tuyau  est  susceptible. 

Comparaison  avec  le  inouveinent  longitudinal  dans  un  tuhe  jenne  miu 
deux  bouts 

XL  Les  réflexions  du  mouvement,  aux  parties  opposées  du  tuyau, 
conduisent  à  comparer  le  ton  résultant  à  celui  que  produisent  les  ré- 
flexions aux  deux  extrémités  d'un  tuyau  fermé  des  deux  cotés;  en  ad- 
mettant, comme  on  le  fait  ordinairement,  que  les  molécules  du  fluide 
n'aient  de  mouvement  que  parallèlement  à  l'axe  du  tuyau  ,  et  que  tous 
les  points  compris  dans  une  même  section .  dans  l'état  d'équilibre ,  y 
restent  constamment. 

Les  équations  du  mouvement  sont,  dans  ce  cas,  en  désignant  par  L 
la  longueur  du  tuvaii,  et  prenant  une  des  extrémités -pour  origine 
des  or, 


7r- 

= 

a- 

^'0 

= 

0 

pour 

:U 

17    , 

\ 
— \  1 

o     et  pour     a:  :=  L 
>     pour     r  =  o. 

On  satisfera  à  la  première  équation  et  aux  conditions  des  extrémités, 
en  prenant 

V^  iiZJ   I    .  Il -al  „     .      /n:nr\ 

0  =  >  ros  — —  (  A  cos  — = ^-  B  sui  -y—  1  - 

la  somme  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n  depuis  o  jus- 
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qu'a  l'inBni.  Les  coefficients  A,  B  se  déterminent,  comme  on  le  sait, 
au  moyen  des  fonctions  F[x),J\x)',  mais  nous  n'avons  pas  besoin  de 
connaître  leur  forme,  et  nous  nous  bornerons  à  l'expression  précé- 
dente de  9.  On  en  tire 

civ  Tt   v^  «TTo;   /   .  riTiit  ...      ni:ill\ 

-^  =.  —  -   >  «  sm  -—     A  cos  — r h  B  sm  — î—  |  •> 

dx  L  ^  L      \  L  L    y 

(U  r.a  ^-1  nnx  (         .  ht  al         ,.  m:nt\ 

-ï-  =  —  >  /i  cos  -r—  I  —  A  sm  — j 1-  B  cos  —    j  ■ 


Si  l'on  considère  le  mouvement  simple  correspondant  a  une  seule  va- 
leur de  «,  on  voit  que  la  durée  de  sa  période  est,  pour  tous  les  points. 

T  —  — 

na 

et  que  les  valeurs  de  j:   pour  lesquelles  la  vitesse  est   constaninient 
riidle,  sont  données  par  l'équation 

Il  T.  .1: 

su»  — —  =  o, 
d'oii 


/  désignant  un  numbi-e  entier.  Les  surlaces  nodales  sont  donc  les  sec- 
tions perpendiculaires  à  l'axe,  aux  points  qui  le  partagent  en  n  parties 
égales. 

Si  rt  =  I  ,  on  a  le  son  le  plus  grave;  le  nombre  de  vibrations  efléc- 

,  tuées  dans  une  .seconde  est  —  ;  et  Ton  voit  qu'en  multipliant  ce  nom- 
bre par  le  double  de  la  longueur  du  tuyau  ,  on  aurait  la  vitesse  a  de 
propagation  du  son.  Dans  ce  cas  de  »=  i,  il  n'y  a  pas  de  surlace 
nodale  entre  les  extrémités. 

Si  l'on  prend  ;/  —  x  ,  il  y  aura  une  surface  nodale  au  milieu  :  et 
c'est  ce  mouvement  qu'il  est  le  plus  naturel  de  comparer  au  mouve- 
ment suivant  les  rayons  du  cylindre,  dans  lequel  il  \  a  de  même  un 
nœud  au  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  parties  ou  ont 
lieu  les  réflexions.  On  a  alors 
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Supposons  que  la  distance  L  des  deux  faces  réfléchissantes  soit  égale 
a  la  distance  correspondante  2  /  dans  le  mouvement  suivant  les  rayons; 
la  valeur  de  T  devient 

T=i^, 

a 

et  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  l'autre  cas  est 

^  ■"  1254,84 

Le  second  son  du  tuyau  fermé  et  le  premier  du  tuyau  indéGni  cor- 
respondent donc  à  des  nombres  de  vibrations  qui  sont  à  très  peu  près 

1254  84 
dans  le  rapport  de  a  '.  ^r~^  ou  de  1:1,2,  ou  encore  de  5  :  6. 

Mouvement  de  l'air  dans  un  tuyau  cylindrique  d'une  langueur  Jinie. 

Xn.  ISotre  objet  principal  étant  d'apprécier  l'influence  des  mouve- 
ments perpendiculaires  à  l'axe,  sur  le  son  produit,  nous  admettrons, 
comme  on  le  fait  ordinairement,  que  la  condensation  du  fluide  est 
nulle  aux  parties  qui  sont  en  communication  avec  l'air  environnant. 
M.  Poisson,  au  moyen  d'une  hypotlièse  particulière,  a  eu  égard  aux 
petits  changements  de  densité  qui  peuvent  avoir  lieu  en  ces  points,  et 
a  expliqué  ainsi  les  petites  différences  que  présentaient  le  calcul  et 
l'expérience.  Mais  ces  considérations  nous  écarteraient  de  notre  objet 
présent ,  et  nous  remettrons  à  un  autre  temps  cette  discussion  plus 
approfondie. 

Soit  /  le  rayon  de  la  section  perpendiculaire  aux  arêtes ,  et  è  la 
longueur  du  tuyau.  Nous  prendrons  l'une  des  extrémités  de  l'axe 
pour  origine  des  abscisses.  L'état  initial  étant  donné,  on  connaît  les 
valeurs  de 


fifù         d^        d<^ 
dl  '      dx        dr 


±     pour 


\iiisi.  on  connaît  les  valeurs  de  o  et  -^  pour  ;  =:  o,   la  valeur  de  c 

'  dt    ^ 

pouvant  être  augmentée  d'une  constante  arbitraire ,  qui  n'influera  en 

rien  sur  les  diverses  circonstances  du  mouvement,  qui  ne  dépendent 

que  des  dérivées  de  f. 
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dji  aura  donc  à  satisfaire  aux  équations  suivantes  : 

(h)  -^  =  o      pour     /•  =  o     et      r  =  /, 

(c)  Tt  ^  '^     pour    x  =  O     et    x  ^  h . 

(lii  f  =  n{x,r)\ 

,  \     pour     «  =  o, 

les  toncfioris  11  et  vj<  n'étant  données  qu'entre  les  limites 

:r  =  o.     X  =  /^ ,     et     /■  =  (j ,      /•  =  /. 
Noms  poserons,  comme  clans  le  cas  du  tuyau  indéfini. 

o  :=  JZS,      Il  =  I      cos  (—  cos  oj  )  r/oj , 
(/)  a  1     cos(-*icosu|  sin*r«)</oj  =  o, 

et  l'on  satisfera  ainsi  aux  équations  [a]  et  {h),  quelque  racine  de  l'équa- 
tion {J)  que  l'on  considère. 

l/équation  qui  détermine  la  fonction  de  x-  et  t  désit^née  par  5.  est 

a' a^5, 

(J.r' 


î  .A 

d'h 

[ë) 

dt' 

-1 1 

l'on 

doit  avoir 

Tt  " 

--"  "     v 

pour     X  =  o      el      X  =^  h. 
Un  aura  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (g;)  en  posant 


9  =  (Asin  [LX  -+-  Bcosfxx)  (M  cos  <  \ja^^^  -^  a*  -i-  Nsin/  \ia^^*  -^  «'). 

Poin-  que  1  on  ait  —  =  o  pour  x  =  o  quel  que  soit  t .  il  faut  faire 
B  :=  o,  et  pour  que  la  même  condition  ait  lieu  pour  x  —  h.  d  faut 
faire  jx  =  -^■i  n  étant  un  nombre  entier  quelconque  qu'il  suffira  de 
prendre  positif 
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En  faisant  la  somme  des  valeurs  particulières  de  6  relatives  à  toutes 
les  valeurs  de  ?i  depuis  n  =  i  jusqu'à  «  =  so  ,  on  aura  l'expression 
plus  générale 

5=2  sin  nn'ji  M  cos .  t  i/"  °  "  +  a*  -f-  IN  sin  .  t  k/"  "^  +  a^  j  i 

les  coefficients  M  et  N  pouvant  varier  arbitrairement  pour  les  diffé- 
rentes valeurs  de  n  et  pour  une  même  valeur  de  a. 

En  considérant  une  racine  particulière  quelconque  a,„  de  l'équa- 
tion if) ,  on  aura  la  valeur  particulière  suivante  pour  ç , 

o  =  î<m ^  SU)  nnjVm.  cos .  t  w  — -j- h  a,7,  +  N  sm  .  /  w  — -r-^ 1-  «m  I  ■ 

et  faisant  la  somme  des  expressions  de  ce  genre ,  relatives  à  toutes  les 
racines  a  de  l'équation  (/ ) ,  on  aura  une  valeur  plus  générale  de  9, 
qui  pourra  satisfaire  à  toutes  les  conditions  de  la  question ,  en  déter- 
minant convenablement  M  et  N  en  fonction  des  quantités  n  et  a^. 
Cette  valeur  de  c  sera  exprimée  comme  il  suit  : 

m  =  »  n  =  v;  

[h\      ç  =  2  jf^  2  sin  "-^  (  M  cos.  «  \J"-~jr-  +  «."  +  N  sin .  t  i/"  "^  4-  u.l,  j  • 

Et  il  suffit ,  pour  qu'elle  résolve  la  question ,  qu'elle  donne 

ç>  =  n(j:^,  /')     et      -^  =:  ^  \x ,  r)     pour     ^  =  o. 

Les  coefficients  M  et  N  doivent  donc  ttre  déterminés  par  les  équations 
suivantes  ; 

{k)  ^u,„^msm~  =  U  (x ,  r) . 


(0  y,u,„'^l^\J'^^  ^al.sin'^  ^^[x,r). 

Pour  satisfaire  à  l'équation  (A:),  observons  que  chaque  valeur  de  u,„ 
est  multipliée  par  une  série  qui  renferme  x  et  la  même  racine  a,„  de 
l'équation  if).  Le  premier  membre  de  l'équation  {k)  pourrait  donc  se  • 
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mettre  sons  la  forme 

y  u,„  F,„  {x  .  a,„ '  =  \\  [x,  r  . 

et  en  ne  considérant  que  la  variable  /■,  on  tirera  de  la 

et,  d'après  la  signification  de  la  fonction  F,„(jr,  a,„),  on  devra  avoir 
Y,„{x,  a.„)  =2x\Isin''p- 


d'oi 


M=Hjr''F„(g,a„)sm^'rfS. 


fm,  ^^  =  U'    ^m~dî 


/'n'..v)«. 


i 


I       7  «.-.  «'7 

On  déduira  de  même  de  l'équation  (/), 


(«)  N= — L=   /      sin^Vg^ 


jo     ^'^ 


Les  valeurs  de  M  et  N  données  par  les  formules  {m),  («)  sont  les  fonc- 
tions cherchées  de  n  et  a^,  qui,  substituées  dans  l'équation  (A"), 
donnent  la  solution  complète  de  la  question. 

XIIL  Si  l'on  considère  d'abord  la  partie  de  o  qui  correspond  à  la 
seule  racine  7.0  =  o,  on  aura,  en  la  désignant  par  Wo, 


o^o„=ysin^  ^^  ^°  , 

sm  -^  J      s.n  -^  r/g  I      i  (g ,  y  y  r/y  ) 


nr.  JC 

na-nl 
ronic  \I\.  —  M*r.R  1849. 
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Cette  valeur  est  celle  que  l'on  trouverait  pour  ç ,  si  l'état  initial  était 
indépendant  de  r,  et  que  les  fonctions  fl  {x,  r),  <l,{x,  r)  fussent  rem- 
placées pai' 

qui  se  réduisent  à  ïl{x),  if  (jc)  lorsque  les  fonctions  11,  6  ne  ren- 
ferment pas  /■. 

Le  son  simple  le  plus  grave,  fourni  par  la  formule  (  p) .  correspond 
à  «  =  I  ,  et  les  vibrations  ont  pour  durée 

y  2  b 

n 

il  y  3  une  seule  surface  nodale  qui  est  la  section  également  distante 
des  bases. 

Tous  les  autres  sons  simples  fournis  par  la  même  formule  sont  les 
harmoniques  dn  premier,  et  la  position  des  surfaces  nodales  corres- 
pondantes est  connue  depuis  longtemps. 

Examinons  maintenant  l'expression  de  o, ,  c'est-à-dire  de  la  partie 
de  o  qui  provient  tie  la  racine  a,. 

Si  nous  désignons  par  M,,  N,  les  valeurs  de  M,  N  que  fournissent 
les  équations  {rri) ,  (n)  quand  on  considère  la  racine 

2tt  \/3,55 


et  la  seule  valeur  «=;  i  ,  nous  aurons ,  en  désignant  par  o\   cette  partie 
des.. 


•^,  =  /     cos  (— cos  w)  d(^  .  sin  ^  (  M,  cos  .  t  U  -jt'  -t-  a?  -^  sN,  sin  .  t  y  —^  ~^  '^'t  )' 

L'état  initial  qui  correspond  à  cette  valeur  de  y  est  celui  qui  donnera 
le  son  le  plus  grave  que  puisse  rendre  le  tuyau,  lorsque  les  points  du 
fluide  ont  un  mouvement  dans  le  sens  des  rayons. 

Tous  les  points  situés  dans  l'axe  n'ont  de  mouvement  que  dans  le 
sens  de  cet  axe ,  et  sont  les  seuls  dans  ce  cas. 

Tous  les  points  situés  dans  la  section  également  distante  des  ileux 
bases  n'ont,  au  contraire,  aucun  mouvement  dans  le  sens  de  l'axe; 
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mais  ils  en  ont  dans  le  sens  ries  rayons,  excepté  toutefois  ceux  qui  sont 
situés  a  la  circonférence  ou  au  centre. 

[^'intervalle  de  temps  après  lequel  a  lieu  le  retour  de  tous  les  points 
à  leur  pi-emiere  position,  ou  la  durée  de  la  vibration,  est 

27r  ib 


T  = 


\/¥+^'  V' 


l4,2.i' 


au  lieu  de  —  que  nous  avons  trouvé  dans  le  même  cas,  lorsqu'il  n'y 
a    ^ 

a   aucun  mouvement  dans  le  sens  des  rayons.  Ce  mouvement  pro- 
duit un  son  plus  aigu ,  dans  le  rapport  de 


V'' 


i4,2  ■  b- 


qui  est  d'autant  plus  grand  que  le  tuyau  est  plus  étroit  par  rapport  a 
sa  longueur.  Ce  rapport  peut  même  être  regardé  comme  proportion- 
nel à  -5  dès  que  la  longueur  b  est  égale  à  plusieurs  fois  la  largeur  2  / 

Pour  donner  une  idée  île  l'influence  des  mouvements  perpendicu- 
laires à  l'axe ,  considérons  un  tuyau  dont  la  longueur  soit  égale  à  dix 

fois  la  largeur;  il  faudra  faire  alors-  =  20,  et  le  rapport  précédent 
devient  à  très-peu  près 

2/4:1, 

ce  qui  correspond  à  la  quadruple  octave  de  la  quuite  au-dessus  du 
ton  que  l'on  obtiendrait  s'il  n'y  avait  pas  de  mouvement  dans  le  sens 
des  rayons,  et  dont  l'expérience  s'éloigne  très  peu. 

Il  me  semble  donc  que  l'on  est  en  droit  de  conclure  de  la  que,  dans 
les  sons  rendus  par  les  tuyaux  cylindriques,  les  molécules  du  fluide 
doivent  être  regardées  comme  n'ayant  que  des  mouvements  parallele.s 
à  l'axe;  du  moins  lorsque  l'ébranlement  qui  le  produit  est  le  même 
pour  tous  les  points  également  distants  de  l'axe. 

Ues  légères  différences  que  présente  l'expérience  et  la  théorie  fondée 
sur  l'hypotfièse  des  mouvements  parallèles  à  l'axe,  ne  peuvent  tenir 
A  l'inexactitude  de  cette  hypothèse;  puisqu'en  introduisant  les  mou- 
vements perpendiculaires  on  obtient  un  son  extrêmement  éloigné  de 

I  I.. 
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ceux  que  fournit  l'expérience,  et  que,  par  conséquent,  ces  derniers 
mouvements  ne  sont  pour  rien  dans  l'effet  observé.  Ce  n'est  pas  à  dire 
qu'on  ne  pourrait  réellement  les  produire;  mais  je  ne  connais  sur  ce 
point  aucune  expérience  qui  puisse  servir  à  vérifier  les  indications  du 
calcul.  La  formule  précédente  montre  qu'ils  seront  d'autant  plus  aigus, 
et,  par  conséquent,  d'autant  plus  difficiles  à  produire,  que  le  tuyau 
sera  plus  étroit  par  rapport  à  sa  longueur. 

Quant  aux  causes  qui  peuvent  produire  la  différence  qui  a  lieu 
entre  la  théorie  et  le  calcul ,  on  en  a  indiqué  plusieurs  qu'il  n'entre 
pas  dans  mon  objet  de  discuter  en  ce  moment. 

On  arriverait  à  des  conséquences  analogues  en  considérant  un  tuyau 
prismatique.  Nous  allons  en  indiquer  rapidement  le  calcul ,  en  suppo- 
sant que  la  base  soit  un  rectangle  quelconque. 

Mouvement  de  l'air  dans  un  tuyau  fini  à  hase  rectangulaire. 

XIV.  Désignons  par  2  m,  m  les  côtés  de  la  base,  et  par  /  la  lon- 
gueur du  tuyau  ,  qui  est  ouvert  aux  deux  bouts.  On  devra  avoir  les 
conditions  suivantes,  en  supposant  que  l'axe  desx  soit  l'axe  du  tuyau  , 
l'origine  à  une  de  ses  extrémités,  et  les  axes  des  j-  et  des  z  parallèles 
aux  deux  côtés  de  la  base, 


do 
(if 

pour 

y  =  ±  m. 

do 

pour 

z=z  ±n, 

l  =  " 

pour 

jc  —  0     et 

On  satisfait  à  l'équation  aux  différentielles  partielles  et  à  ces  conditions 
particulières  au  moyen  de  la  valeiu"  suivante 

„  =  y  sin  ^^  cos  ^^^  cos  —  f  M  sin  7ia<  \/^  +  ^  4-  ^  +  N  cos7r«^  i/f  +  '^ 

cette  somme  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  p, 
q,  r;  et  les  coefficients  M  et  N  étant  des  fonctions  de  ces  quantités, 
qu'on  déterminera  sans  difficulté  d'après  l'état  initial. 

Pour  un  même  système  de  valeurs  de  p ,  (j ,  >',  on  aura  un  mouve- 
ment simple  correspondant  à  un  état  initial  particulier,  et  la  durée  de 
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la  vibration  aura  pour  expression 
T  = 


V    /-        m'       n 


Si  l'on  prend  <j  =  o ,  /■  =:  o,  le  mouvement  est  le  même  pour  tous  les 
points  cl'iuie  même  section,  et  on  retombe  sur  la  formule  ordinaire 

pa 

Les  vibrations  sont  plus  rapides  s'il  y  a  des  mouvements  perpendi- 
culaires à  l'axe  ;  parce  que  q  et  r  étant  différents  de  zéro ,  le  dénomina- 
teur de  T  est  plus  grand,  et  T  plus  petit.  On  voit  même  qu'elles  sont 
d'autant  plus  rapides,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  (pie  les  dimen- 
sions de  la  base  sont  plus  petites. 

I>e  son  le  plus  grave  que  le  tuyau  puisse  rendre  lorsque  les  compo- 
santes de  la  vitesse  parallèlement  aux  arêtes  de  la  base  ne  sont  pas 
milles,  correspond  à  /)  =  i ,  (^/  =  i ,  r  =  i  ,  et  la  durée  de  la  vibration 
est  alors 


v^ 


Si  les  mouvements  étaient  tous  parallèles  à  l'axe,  on  aurait  pour  le 
son  le  plus  grave 

a 

Les  nombres  de  vibrations  correspondants  à  ces  deux  sons  sont  daiih  le 
rapport  de 


V' 


Si  les  cotés  a /« ,  2«  de  la  base  sont  sulfisamment  petits  par  rapport  a 
la  longueur  du  tuyau,  on  peut  supprimer  l'unité  sous  le  radical;  il  v 
aurait  à  peine  quelques  millièmes  d'erreur,  si  la  longueur  était  seule- 
ment égale  à  cinq  fois  la  largeur.  En  faisant  cette  simplification ,  le 
rapport  des  nombres  de  vibrations  devient 
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ou 

/  Jm-  -\-  n' 

— :  I. 

mn 
Ce. rapport  est  donc  proportionnel  à  la  longueur  du  tuyau,  a  la  dia- 
gonale de  sa  base,  et  en  raison  inverse  de  la  surface  de  cette  base. 

XV.  Supposons,  par  exemple,  un  tuyau  à  base  carrée,  et  dont  la 
longueur  soit  égale  à  dix  fois  la  largeur;  le  rapport  eji  question  de- 
viendra 

28,28  :  I , 

et  le  premier  son  serait  presque  la  cinquième  octave  au-dessus  du 
second ,  qui  est  sensiblement  celui  que  donne  l'expérience. 

D'où  l'on  peut  encore  conclure  que  ce  ne  sont  pas  les  mouvements 
parallèles  aux  côtés  de  la  base  qui  produisent  les  petites  différences 
qui  ont  lieu  entre  l'observation  et  le  calcul. 

Dans  ce  tuyau  cylindrique  dont  la  longueur  est  égale  à  dix  fois  la 
largeur,  comme  dans  cet  exemple,  nous  avons  trouvé,  entre  les  deux 
sons  dont  il  est  question ,  le  rapport  très-approché 

24  :  I  ; 

il  est  moindre  que  pour  le  tuyau  à  base  carrée,  dans  le  rapport  de 

6  ;  7  ,o'7. 

XVU  Les  valeurs  de  T  données  dans  les  n'"  XIII  et  XIV.  s'accordent 
avec  une  loi  générale  annoncée  par  M.  Savart.  démontrée  ensuite 
■tnalytiquement  par  M.  Cauchy,  et  que  M.  Savart  a  retrouvée  plus  tard 
dans  les  ouvrages  du  P.  Mersenne. 

Otte  loi  consiste  en  ce  que  les  vibrations  de  corps  semblables  consi- 
(ItM'és  dans  des  circonstances  semblables,  ont  des  durées  propor- 
tionnelles aux  dimensions  homologues  de  ces  corps.  Or  la  valeur 

2* 


V; 


l4,2    6' 


est  proportionnelle  à  b ,  si  -  reste  constant,   c'est-à-dire  si  les  tubes 
sont  semblables.  De  même,  la  valeur 


r  = 
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flounée  dans  le  n"  XIV,  est  proportionnelle  aux  dimeiisions  /.  m,  n, 
si  elles  varient  proportionnellement,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on 
considère  des  tuyaux  semblables;  car  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2/ 


T 


«y/i 


P'-^i'z:^. 


i 


et  l'on  voit  qu'elle  varie  proportionnellement  a  /  si  ■  -  sont  con- 
stants. Ces  résultats  vérifient  donc  la  loi  en  question. 

Propagation  du  mouvement  de  l'air  dans  un  tuyau  cnruijue. 

XVI!.  Considérons  maintenant  un  tuyau  conique  indéfini,  dune 
forme  qiielconque.  Prenons  son  sommet  pour  origine,  et  une  direction 
quelconque  dans  son  intérieur,  pour  axe  des  x.  Soient  u  le  cosirujs  de 
l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  /-avec  cet  axe,  w  l'angle  formé  avec 
Taxe  des^  par  sa  projection  sur  le  plan  [y,  z);  on  aura,  comme  on  le 
sait , 

(  ,  r ,   _   ,,  d.r<^  j  1 

^   '  f/t"  (    eir'  r' /tu  r'(i  —  a-)     rfw'    ) 

On  donne  pour  <  =0  les  valeurs  de  ^  ^*  "^  pour  tous  les  points  du 

fluide  compris  entre  deux  sphères  ayant  leurs  centres  à  l'oiigine,  et 
des  rayons  égaux  respectivement  k  b  et  b  -h  l.  Ces  valeurs  seront  ex- 
primées par  deux  fonctions  de  r,  u,  w,  qui  seront  nulles  pour  toute  va- 
leur de  /  non  comprise  entré  b  et  h  -h  l.  Les  limites  des  valeurs  de  u 
pour  lesquelles  ces  fonctions  sont  données,  varient  avec  «;  elles  par- 
lent de  I  et  s'étendent,  pour  chaque  valeur  de  w ,  jusqu'à  la  valeur 
correspondante  à  la  génératrice  du  cône  qui  est  située  dans  le  plau 
passant  par  l'axe  des  x  et  faisant  l'angle  to  avec  l'axe  des^.  Quant 
aux  valeurs  de  w,  elles  passent  de  zéro  k  in  pour  les  valeurs  de  n 
comprises  entre  i  et  la  plus  petite  de  celles  qui  déterminent  des  côms 
(ie  révolution  autour  de  l'axe  des  x,  compris  entièrement  dans  it 
cône  donné.  A  partir  de  là,  les  valeurs  de  w  auront  des  solutions  rif 
continuité  entre  zéro  et  A/î,  qui  dépendront  des  intersections  du  rum- 
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donné  avec  les  cônes  de  révolution  ,  déterminés  par  les  valeurs  succes- 
sives de  u. 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  la  valeur  moyenne  de  /  9  pour  les 
points  situés  à  la  distance  r  de  l'origine;  elle  aura  pour  expression 

•^ —    ou     -  /  /  ro  au  a(ji , 

les  intégrales  se  rapportant  à  tout  l'intérieur  du  tuyau,  et  s  désignant 
l'aire  que  ce  tuyau  intercepte  sur  la  sphère  décrite  de  l'origine  avec 
l'unité  pour  rayon. 
Posons 

//r»  dudw  ^  V, 

•^t  intégrons  les  deux  membres  de  1  équation  (i   entre  les  mêmes  limites 
'jue  V,  après  les  avoir  multipliés  par  du  du. 
Les  deux  termes 

d'rt^         d'-  ry 
df-   '  dr' 

donneront 

rf-r  d'v 

HF'  ~dP' 

Avant  d  intégrer  les  deux  autres,  nous  chercherons  l'expression  des 
composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  M,  suivant  trois  nou- 


Fig.  2. 


velles  directions  rectangulaires;   la  première  MR  sera  celle  du  rayon 


•■  ,  PURES  ET  APPLIQUÉES.  89 

vecteur  r;  la  seconde  MO,  celle  de  la  perpendiculaire  au  plan  passant 
par  l'axe  des  x  et  le  point  que  l'on  considère  et  du  côté  opposé  au 
sens  de  «  croissant  ;  enfin ,  la  troisième  MU  sera  dans  ce  dernier  plan  . 
et  perpendicidaire  au  rayon  vecteur,  en  sens  opposé  à  celui  tie  5  crois- 
sant. 

L'expression  de  la  première  a  été  donnée  par  M.  Poisson  ;  elle  est 
J--  Nous  ne  rapporterons  pas  ici  le  calcul  des  deux  autres;  nous  nous 
bornerons  à  en  donner  les  valeurs,  qui  sont  respectivement,  en  gran- 
deurs et  en  signes , 


rfo 

et 

Û 

do> 

—  ir  (h 

r         du 

-VI  — «' 

De  ces  trois  e.\pressions ,  il  est  facile  de  déduire  la  coni|)osante  nor- 
male à  la  sinface  du  cône,  pour  une  molécule  en  contact  avec  cette 
surface. 

En  effet ,  soit  s  l'angle  de  cette  normale  avec  MU  ,  M  étant  consi- 
déré maintenant  comme  un  point  de  la  surface  conique;  cet  angle  sera 
Je  même  que  celui  de  MO  avec  la  tangente  MT  ;i  la  section  sphérique , 
vu  que  les  quatre  droites  MO,  MT,  MU,  MN  sont  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  AM.  Pour  avoir  la  composante  de  la  vitesse  suivant  MN  . 
il  faut  projeter  les  trois  composantes  rectangulaires  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction.  Celle  qui  est  dirigée  suivant  MR  donnera  zéro,  et  les 
deux  autres  donneront 

,    ,  V I  —  II-  da  I  d<f      . 

(2 r  cos  £  H ,  -r-  sm  £. 

r         du  r  \/i  — «•  <t'" 

SI  le  pouit  M  est  tel .  que  la  distance  MP  à  l'axe  des  x  augmente  avec  w. 
Dans  le  cas  contraire,  la  composante  normale  de  la  vitesse  aurait  pour 
expression 


y'  I  —  «'  rfy  1  du 


y\ r-  cos  c ^1^==:  -j-  sin  i. 

r         du  r  1  1 II'  "'•' 


Cela  pose,  intégrons  d'abord  par  rapport  «-«  le  terme 


(lu  dw      ou      — ; — —  Hu  r/o) . 


r^  du  ■     r  du 

Tome  XI V—  Mars  18J9 
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et  considérons  toujours  les  différentielles  indépendantes  du .  du 
comme  ayant  -.m  signe  constant  et  positif.  Nous  obtiendrons  par  cette 
premiei-e,  intégration 

(i  —  u'']  (h    j 
' ~  ow. 

/■  fia 

qu'il  faudra  prendre  entre  les  limites  n,  et  i .  ii,  étant  la  valeiu-  de  u 
relative  au  point  M  du  contour.  On  a  ainsi 


'4  "-^'(S), 


d'.> 


qu'il   faut  intégrer  entre  w  ^  o  et  m  ^=  -in.  Mais  il  est  nécessaire  de 
commencer  par  lui  donner  une  autre  forme. 

Pour  cela,  décrivons  du  point  P  comme  centre  un  arc  de  cercle 
partant  de  M  et  terminé  en  N  au  plan  mené  par  AX,  en  faisant  un 
angle  fiw  avec  le  plan  ]MAX;  cet  arc  MN  sera  tangent  à  MO,  et.  par 
conséquent,  fera  avec  le  contour  de  la  section  sphérique  le  même 
angle  c  que  la  ligne  MO  avec  la  tangente  MT  à  ce  contoiu-.  Désignons 
par  ds  l'arc  infiniment  petit  de  cette  courbe  compris  entre  les  deux 
plans  qui  font  entre  eux  l'angle  da ,  nous  aurons 

dw  —  -—  =  — ,  -     MN  =  ds  cos  = . 

MP  rs/i  —  W 

et  l'expression  (4^  devient  la  suivante 


(5)  -^^^(l)^^cos.. 

qu'il  faudra  intégrer  dans  toute  l'étendue  du  contour  de  la  section. 
Mais  avant  d'opérer  celte  intégration  ,  il  faut  en  opérer  une  première 
sur  le  dernier  teruie  de  l'équation  [i),  et  réunir  ces  deux  résultats. 
Ce  terinej  multiplig  par  du  du,  devient 

-^  —r-^  du  d'ji      ou        , -,  -T-r  du  du  ; 

r'[i  —  M-')     rtM-  /■  (  I  —  II)  rtM- 

int('grons-le  d'abord  pai'  rapport  ;i  'o .   en  laissant  //  constant,  nous 
obtiendrons 

du       ,-.   'U 


^  t'  t  —  lû]     'd<a 
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Or,  pour  les  valeurs  de  u  qui  donneront  des  points  de  l'intérieur  du 
tuyau,  quel  que  soit  &),  il  y  a  continuité  dans  les  éléments  de  cette  in- 
tégrale depuis  0)  =  o  jusqu'à  &j  =  27:;  et  comme,  à  ces  deux  limites. 

■j-  a  la  même  valeur,  l'ititégraie  est  nulle.  11  suffit  donc  de  considérer 

les  valeurs  de  it  pour  lesquelles   la  surface  conique  quelles  détei- 
imnent  autour  de  AX  coupe  le  contour  de  la  secticm.  (Jn  aura  alors 
plusieurs  intégrales  ayant  pour  limites  ces  points  d'intersection  ,  consi 
dérés  deux  à  deux;  et  l'on  devra  retrancher  les  valeurs  de  l'exprès 
sion  (6)  qui  se  rapportent  aux  points  où  la  distance  MP  croît  avec  oj . 
des  valeurs  relatives  aux  points  où  MP  décroît  quand  «  augmente. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  points  M,  M,  correspoiulent 
a  une  niênie  valeur  de  u;  que  MP  augmente  avec  w,  et  que  le  cou 
traire  ait  lieu  pour  Mj  :  alors  ces  deux  points  donneront,  pom   \'<-\- 
pression  (6) . 

^'>  r(i  —  u\)  \d,^/2         r{i  —  u])  \(lo,};  ' 

'if  •       '*    , 

où  Ion  regarde  toujours  fin  comme  positif;  et  il  en  serait  dé  même 
pour  les  autres  couples  d'intersections ,  de  la  section  sphérique  ave< 
le  cône  droit  déterminé  par  la  même  valeur  de  u. 

Transformons  l'expression  (7),  et,  au  lieu  de  du,  introduisons  (A. 
auquel  nous  supposerons  la  même  valeur  que  précédemment.   On    1 

MP  =  /•  V  T-^/? ,     r/ .  MP  ■=  ZLl^. 

\'  I  —  II' 

Soit  M'  le  point  du  contour  qui  correspond  à  raccruis>euieul  Jn: 
M'V  une  perpendiculaire  sur  AX ,  q>ù  fera  avec  MP  un  angle  infini- 
ment petit  :  la  différence  M' P'  —  MP  ou  r/.MP  pourra  être  regardée 
comme  la  projection  de  M.M'  ou  c/s  sur  M' P' ;  elle  sera  djjnc  égaie 
a  (ù  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle  de  la  tangente  ;\1T  avec-M'l'' 
ou  avec  MP  :  un  peut  donc  poser 

d.  MP  =  ^/i  cosTMP. 

Or.  dans  l'angle  Iriedre  lormé  par  les  lignes  MO,  MT ,  MP,  l'angle 
OMP  est  droit,  l'angle  OMT  est  égal  a  £,  et  l'angle  des  faces  OMP. 
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OMT  est  égal  à  PMU  ou  5.  Donc  on  a 

cos  TjMP  =  sin  £  cos  0  =  u  sin  £ , 
donc 

<l .  MP  —  nds  .  sin  £ , 

et  enfin 

—  ru  du 

uns  sni  î  ; 


tl'oa,  en  observant  que  tlu  et  fis  sont  toujours  pris  positivement, 

r  tlu  , 

-— =^  =:  fis  Sin  £. 

y/i  —  «' 

L'expression  ^7)  devient  donc 

rf.t.sinej     /''?\  (^i.eine,     {'^f\ 

Le  second  terme,  réuni  à  l'expression   5j  qui  se  rapporte  au  même 
point  M ,  donne 


— — — —\-T-\    ds  COS,  z, (-r-)   dssini,, 

r-        \du/ ,  r- v^i  — «î  V""' ' 

ce  qui    n'est  autre  chose   que   l'expression   (2)    multipliée    par  —  ;   et 

comme  cette  dernière  est  la  valeur  de  la  composante  de  la  vitesse  dans 
le  sens  de  la  normale  au  tuyau,  elle  est  constamment  nulle.  Donc 
tous  les  termes  des  intégrales  qui  se  rapportent  aux  points  tels  que  M, 
où  la  distance  MP  croît  avec  w,  se  détruisent  en  chacun  de  ces  points. 
Passons  aux  points  tels  que  M^,  où  MP  décroit  quand  w  augmente. 
Pour  cela ,  il  falit  réunir  le  premier  terme  de  l'expression  (8)  à  l'ex- 
pression '5)  prise  pour  le  point  Mj,  ce  qui  donne 


—  \/l — u]  /d<^\     j  ds.&itiii     (^^\ 

quantité  égale  à  zéro,  puisqu'elle  ne  diffère  que  par  le  facteur—  de 

l'expression  (3)  qui  es!  nulle  au  point  M^. 

D'où  il  résulte  que  les  intégrales  des  deux  derniers  termes  de  l'équa- 
tion (1),  prises  par  rapport  à  u  et  w  dans  toute  la  surface  interceptée 
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par  le  tuyau  sur  la  sphère  de  rayon  r,  sont  nulles;  et  que,  par  consé- 
quent, l'équation  (i),  multipliée  par  tJucltù  et  intégrée  dans  toute 
l'étendue  de  cette  même  surface,  conduit  h  la  suivante 

d'v  .d'v 

dt^  dr^ 

En  appliquant  à  cette  équation  la  discussion  du  n'  III,  on  par- 
viendra à  des  conséquences  analogues;  et  entre  autres  choses,  on  re- 
connaîtra encore  que  le  mouvement  se  propage  avec  la  vitesse  a  dans 
le  tuyau  conique,  dejorme  quelconque;  vitesse  qui  est  encore  la  même 
que  si  le  milieu  gazeux  était  indéfini  dans  tous  les  sens. 

Propagation  du  mouvement  entre  deux  plans  indéfinis  qui  st  coupent. 

XVIll.  Nous  supposerons  que  l'ébranlement  prinutit  soit  le  même 
dans  tous  les  plans  perpendiculaires  à  l'intersection  des  deux  plans 
tlont  il  s'agit;  nous  prendrons  cette  ligne  pour  axe  des  z,  et  nous  dé- 
terminerons un  point  quelconque  par  sa  distance  r  à  cet  axe,  et  par 
l'angle  6  formé  par  ce  point  avec  le  plan  zx,  qui  sera,  par  exemple, 
l'un  des  deux  plans  donnés. 

L'équation  (i^  du  n"  I  devient  alors 

,,)  'Ll  —  a^  (£1  ^  L'!l  ^  l'Ilï] 

■^  dr  \dr'     '     r  dr  r'   dd'  '' 

La  composante  de  la  vitesse  dans  le  plan  méridien  et  perpendiculaire 
au  rayon  est  ~  ^-  Désignons  par  0  l'angle  des  deux  plans;  on  devra 
avoir 

,(2)  di  ~  °     P°"'      ^  =  "     et  pour     6  —  a. 

Les  deux  composantes  de  la  vitesse  initiale  étant  connues  pour  chaque 
point,  ainsi  que  la  condensation,  on  devra  encore  satisfaire  aux 
conditions  suivantes: 

;^  =  F(r,9)| 

—  =J{r,  d)\      pour     /  =  o. 
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Les  deux  premières  font  connaître  la  valeur  initiale  de  ç  à  une  con- 
stante arbitraire  près ,  qui  n'influera  en  rien  sur  les  résultats  :  de  sorte 

qu'on  connaît  les  valeurs  de  ç  et  -^  pour  <  =  o.  Nous  pourrons  ainsi 

remplacer  les  trois  dernières  conditions  par  les  deux  suivantes  : 

">  rfç         ,  ,      ^.  >     pour     t  =  o. 

,-^  =  ■}  ('•'  5)  I 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (i  par  f/5,  et  intégroiis- 
les  entre  les  limites  zéro  et  ê;  /  -77T  <^5  sera  nulle,  en  vertu  des 
équations  (a).  Si  donc  nous  posons 


£'""='■' 


nous  aurons 


,,.  d-i'  (d  V  I   dv\ 

i 
équation  dont  on  connaît  la  solution  générale  au  moyen  d'intégrales 

définies  simple^.  Mais  il  nous  sera  plus  commode  ici  d'employer  des 

intégrales  définies  doubles.  Pour  cela,   nous  poserons  r^  ^^  r^  -^  y- . 

et  l'équation  (4   deviendra 

df  \dx^  dy^  j 

L^s  valeurs  de  i'  et  '--■,  relatives  à  ^  :=  o,  seront  des  fonctions  de  r  ou 
dt 


de  v^r^  -^  J^  déterminées  par  les  équations  (3);  et  v  sera  une  fonction 
(le  t  et  \,x^-^j'^  exprimée  par  des  intégrales  définies  doubles,  au 
moven  d'une  formule  tres-connue.  donnée  par  M.  Poisson.  Et  l'on 
conclut ,  comme  on  le  sait,  de  la  forme  de  celte  intégrale,  que  la  valeur 
de  r,  et,  par  suite,  l'ébranlement  du  gaz  com[)ris  entre  les  deux  pians 
fixes ,  se  propage  avec  une  ^^tesse  égale  à  a  ;  c'estrà-dire  avec  la  mêjne 
vitesse  que  si  le  milieu  était  indéfini  et  libre  de  tous  côtés. 
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Mouvement  de  l'air  dans  un  tuyau  conique  fini. 

XIX.  Les  mouvements  des  molécules  du  gaz,  dans  le  sens  perpen- 
diculaire à  la  longueur,  n'ayant  pas  lieu  dans  les  cas  ordinaires , 
comme  nous  l'avons  reconnu  dans  une  discussion  précédente,  il  serait 
suffisant  de  considérer  les  mouvements  dans  le  sens  des  rayons  par- 
tant du  sonuuet  du  cône  droit  à  base  circulaire  dont  une  portion  finie 
quelconque  forme  le  tuyau  en  question.  Nous  indiquerons  néaimioins 
la  marche  à  suivre  pour  la  solution  complète  du  problème,  en  sup- 
posant l'ébranlement  symétrique  autour  de  l'axe  du  tuyau.  On  aura . 
dans  ce  cas . 

Désignons  par  ê  la  valeur  de  u  relative  aux  génératrices  de  la  surfact 
intérieure  du  tuyau  ;  la  vitesse  estimée  perpendiculairement  au  rayon 
vecteur  et  dans  le  plan  méridien  devant  être  nulle  poiir  les  points  de 
cette  surface ,  nous  aurons 

(2)  -^  ^  o     pour     M  =  I      et  pour     u  =:  o. 

Soit  9/  =  UÔ,  li  étant  fonction  de  u  seulement,  et  6  uiie  fonction 
de  /et  /;  l'équation  (i)  deviendra  par  cette  substitution 

^r       .'^L I 


de^  fi    dr^  r'  U  rf// 


et  il  faut  que  — — — ~  soif  indépendant  de  u.  sans  quoi  ô  en  dé- 
pendrait. On  devra  donc  avoir 

a  désignant  une  constante  arbitraire  ;  d'où  résulte 

^^  dt'  \dr-  r' ) 
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L'équation  (a)  devient  alors 

(5)  j~  ^^  ^     pour     M  ^  I      et     ?<  ^  5. 

Si  l'on  représente  par  U, ,  Uj  deux  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion  3 1 ,  son  intégrale  générale  sera 

U  =  AU,  +  BU2, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires,  et,  en  vertu  de  l'équation  (5), 

on  devra  avoir 

.  rfU,       „  rfU, 

A  —, »-  13  — ;—  ==  o     pour     u  ^=  i  . 

du  au  r 

A  —, i-  B  —^  =  o     pour     u  =  S. 

du  du  ' 

L'une  de  ces  deux  équations  détermine  -•   et  substituant  sa   valeur 

dans  l'autre ,  on  a  une  équation  qui  ne  renfermera  d'indéterminée  que 
la  constante  a,  et  donnera  pour  elle  une  infinité  de  valeurs  réelles. 
Passons  maintenant  à  l'équation  '4)»  et  posons 

9  =:  z  (M  cos  amt  -^  N  sin  amt), 

z  ne  dépendant  que  de  r;  on  obtiendra  ainsi 

_^z(,n---)=o. 

On  peut  satisfaire  à  cette  équation  au  moyen  de  l'expression  suivante 

~  ^  ,'^     ^  J^     cos  (oi  r  cos  0)  1  sin  ojrfoj. 

Connaissant  une  intégrale  particulière,  on  en  connaît  facilement  une 
seconde.  Si  on  les  désigne  respectivement  par  z, ,  z.. .  la  valeur  géné- 
rale de  z  sera 

-  =  Pz,  ^Qz,, 

F  et  Q  étant  des  constantes  arbitraires. 

En  supposant  toujours  le  tube  ouvert  aux  deux  bouts,  et  désignant 
par  è  et  Z»  -I-  Z  les  valeurs  de  r  correspondantes  aux  extrémités ,  on 
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(h 


devra  avoir  -^  =  o  pour  r  ^=  h  et  r  -=  b  -^  l.  On  doit  donc  aussi  avoir 

r/9  .1 

—  =  o,  et,   par  suite,   z  =  o  pour  ces  mêmes  valeurs  de  r;  ce  qui 

loune 

Pz,  -I-  Qzo  =  o     poiu-     /■=  l). 

Pr,  -I-  Qzj  =  o     pour     r  ^=  />  ->-  /; 

P 
ce  qui  détermine  encore  ^1    qui,  éliminé  entre  ces  deux  équations, 

conduit  a  une  équation  entre  a  et  m;  d  où  l'on  tirera,  pour  chaque 
valeur  de  a,  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  tn. 

En  ajoutant  les  solutions  relatives  à  toutes  ces  valeurs  de  a  et  m, 
multipliées  par  des  constantes  arbitraires,  on  aura  une  valeur  plus 
générale  de  rç;,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire  à  l'état  initial  •  <]tii 

détermuie  les  valeurs  de  ro  et  -~-  pour  f  ^  o. 

'         fit     ' 

Si  l'on  pose 

B  Cï 

U,H--U3  =  y       et        z, -t-pZ2  =  Ç, 


B 


et  -r  étant  des  fonctions  déterminées  des  constantes  a  et  m.  on  aur.i 


P 


10 


•0  =^^'^2  ^^  cos amt  -T-  2  A,  j^  P,  Ç  sin  nint. 


Dans  la  somme  relative  a  m,  P  vai'ie  arbitrairement  d'une  valeui 
de  m  à  l'autre,  et  la  somme  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  m  corres- 
pondantes à  une  même  valeur  de  a.  Cette  sommation  étant  effectuée, 
on  multipliera  le  résultat  par  Au,  et  l'on  fera  la  somme  des  expres- 
sions semblables  relatives  a  toutes  les  valeurs  de  a,  la  constante  \ 
uhaniieant  arbitrairement  dune  valeur  de  a  à  l'autre.  Il  faut  entendre 
lie  la  même  manière  la  seconde  partie  de  rç. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  F  (r,  u)  et  par  /(/■,  u)  les  valeurs  ini- 
tiales de  rf  et  —7^'  on  devra  avoir 

^  Au^P-  -F[r.  «>,      ^A,n^y,  Cm  =  ^J\r,  u). 

équations  qui  détermineront  les  constantes  A,  P,  A,,  P^  par  le- 
méthodes  ordinaires. 

Tolne  XIV    -  Mai.s  iS-ig.  l3 
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Sous  allons  considérer  maintenant  le  cas  particulier  où  cp  est  indé- 
pendant de  u;  ce  qui  revient  à  ne  prendre  que  la  valeur  a  :=  o,  dans 
le  calcid  général  que  nous  venons  d'indiquer. 

Tuyau  conique  ouvert  par  les  deux  bouts. 
XX.    J^a  valeur  de  tp  étant  supposée  indépendante  de  u.  on  a 

(,)  '£p.^,^±pï, 

^    '  dt  dr- 

Le  tuyau   étant    en   counnunication  avec  l'air  extérieur,    à  ses  deux 
extrémités,  on  aiu'a 

(a  -^  =:  o     pour     /■  =:  b     et  pour     r  ^^  b  -^  l\ 

et,  de  plus,  on  aiu-a ,  d'après  l'état  initial. 

(3)  ?  =  F(r),      J=y(/-)     pour     /  =  o. 

On  satisfera  à  l'équation  (i)  en  prenant 

/'(p  =  (A  sin  mat  h-  B  ces  mat^  (sin  mr  -i-  M  cos  w/) , 
-^t  l'on  devra  avoir,  en  vertu  de  l'équation  (2), 
sin  inb  +  M  cos  mb  =  o , 
sin  [inb  +  ml)  +  M  cos  [mb  +  m/)  =  o. 

Eliminant  M ,  on  obtient 

sin  m/  =  o , 
d'où 


n  désigjnant  un  nombre  entier  quelconque. 

La  valeur  de  rtp  prendra  ainsi  la  forme  suivante,  en  remplaçant  M 
par  sa  valeur  —  tangw^. 

/,      .      nizat         ,.           mzat\           mz  Ir — b) 
np  =^  I  A  sin  — — -  4-  B  cos  — — - 1  sui , 

\  et  B  désignant  des  construites  arbitraires,  qui  changent  avec  les- 
valeurs  de  n  ;  et  il  suffira  de  considérer  ces  dernières  comme  positives. 
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car  les  valeurs  négatives  donneraient  des  expiessions  qui  rentreraient 
dans  les  premières. 

Ajoutant  les  intégrales    particulières   correspondantes  a   toutes  les 
valeurs  de  n  .  on  aura 

,,.  V^  /,  m: lit         ,,  riTOt  \  nnlr — b\ 

^)  '"?  ^=  Z.  ( •'^ '»•"  ~7 — ^  " *^<^^ 'j^  1  *'" } — ■  ' 

et  les  coefficients  A  et  B  seront  déterminés  par  les  équations  <'ij ,  qui 
donnent 


^1  .      «7r(r —  b)  T^  /  \ 

2,Bsin  -^^ =  r C'^- 

2-  "-^  *""      i —  =  ^^(^^• 


<  )n  tire  de  là 


2    r'-^' 

B  =  -    /  /F  (r)  sin 


,     .     n-rir—b-^    , 

r\  sin  — '■ ni . 


-I^LZLÏld,. 


En  prenant  ces  valeurs  pour  A  et  B,  l'équation  (4)  donne  la  solution 
complète  de  la  question. 

On  en  tire  d'abord  cette  conséquence,  que  tous  les  points  re- 
viennent périodiquement  à  l'état  de  repos  après  un  intervalle  de 
temps  T  ayant  pour  valeur 

j 2/ 

a 

ce  qui  montre  que  le  son  rendu  p/ir  un  tuyau  conique  est  le  même  que 
celui  que  rend  un  tuyau  cylindrique  de  même  longueur,  ouvert  anr 
deux  bouts  comme  le  premier. 

Si  l'on  considère  le  son  simple  correspondant  a  une  seule  valeur 
de  ».  les  valeurs  de  r  correspondantes  aux  sections  où  la  condensation 
est  constamment  nulle,  et  que  l'on  désigne  ordinairement  sous  le  nom 
de  ventres,  seront  données  par  l'équation 

n-itir  —  b) 
sm =  o , 

I  V. 
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n 

k  (lésigiuiiit  ifii  nombre  entier  quelconque. 

I>e  nombre  des  ventres  est  donc  «  +  i  ;  ils  sont  situés  aux  extrémitt-s 
du  tuyau,  et  aux  points  qui  le  divisent  en  n  parties  égaies.  Si  «  =  i  . 
on  a  le  son  simple  le  plus  grave,  et  il  n'y  a  de  ventres  qu'aux  ^eiix 
extrémités.  **»^  ^•* 

Les  nœuds  ou  les  points  qui  sont  constanunent  en  repos  s'obtien- 
dront en  posant 

Pour  le  son  simple  correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  n . 
cette  équation  devient 

m:  \r  —  b)         n-r 

Elle  détermine  une  infinité  de  valeurs  réelles  pour  /  ;  mais  on  ne 
jjrendra  que  celles  qui  sont  comprises  entre 

b     et     b  -¥-  l. 
Elles  pouiTont  se  mettre  soiis  la  forme 

r  =  h  -\ 

Les  valeurs  successives  de  a  sont  respectivemt'nt  comprises  entre 

o  et  -1      îT  et  71  H — ?      u  77  et   v4  t:  -t-  -  • 

2  2  2 

et  ainsi  de  suite;  elles  vont  en  se  rapprochant  de  leur  limite  supé- 
rieure, avec  laquelle  elles  peuvent  bientôt  être  regardées  comme  con- 
fondues, et  alors  elles  ont  entre  elles  une  différence  sensiblement 
constante  et  égale  à  n.  Les  valeurs  de  /■  tendent  donc  à  avoir  une  dif- 
férence constante  et  égale  à  -î  comme  pour  les  ventres  :  elles  ^ont  res- 
pectivement comprises  entre 

h  et  b  H -,     b  -h  -  et  ft-i 1 ,     b  -\ et  oh 1 >     etc. 

■?  n  n  non  n  n  r/.n 
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Tuyau  conique  jermé  par  (es  rieux  bouts. 

XXI.   Dans  ce  cas,  les  conditions  relatives  aux  extrémités  sont  ex- 
primées par  l'équation 


(if 


|jonr      r  ^=  b     et     r  ^^  b  -*-  L 


dr 

On  posera  encore 

rç  =  (A  sin  mat  -i-  B  cos  mat)  (sin  mi  -t-  Î\I  cos  mi) , 

et  les  constantes  m ,  M  seront  déterminées  par  les  équations 

I  ,  ml 

\  tane  ml  = -7 rrr — » 

mb  cosmb  —  sin  mb 


:o 


M    := 


mb  sin  mb  -+-  costo/; 


I^a  valeur  de  /«p  devient,  en  désignant  par  A  et  R  deux  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

(2)     rcf  =  (A  sin  mat  +  B  cos mat)[&ïn  m  {r  —  b)  -+-  mb  cos  /«  (/•  —  b]\. 

En  taisant  la  somme  des  expressions  de  cette  forme  correspondantes  a 
toutes  les  racines  de  l'équation  (2),  et  déterminant  les  coefficients  A  et  B 
par  les  méthodes  ordinaires,  on  satisfera  à  l'état  initial,  et,  par  consé- 
quent, à  toutes  les  conditions  de  la  question. 

Examinons  en  particulier  le  mouvement  qui  produit  un  quel- 
conque des  sons  simples  que  le  tuyau  peut  rendre;  c'est-à-dire,  consi- 
dérons la  valeur  de  9  donnée  par  l'équation  (2)  dans  laquelle  m  est 
l'une  quelconque  des  racines  positives  de  l'équation  (0,  autre  que  la 
racine  zéro,  ;i  laquelle  il  est  inutile  d'avoir  égard. 

Ces  racines  sont  comprises  respectivement  entre 

elles  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  leur  limite  inférieure  -^-  t-i 
tendent ,  par  suite,  à  avoir  entre  elles  la  différence  constante  —■ 
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L  équation   2)  fait  voir  que  chaque  point  devient  périodiquement  au 
repos  après  un  temps  T  dont  la  valeur  est 


T=  — . 

ma 


et  comme  ml  est  incommensurable,  ce  son  tia  pas  de  rapport  coin- 
inensi/rahle  avec  celui  (jue  rendrait  un  tuyau  cylindrique  de  même 
longueur. 

Quand  la  racine  m  varie,  le  ton  s'élève  dans  le  même  rapport. 

Ea  position  des  ventres  sera  déterminée  par  l'équation 

qui  donne 

tang  m  [r  —  è)  =  —  mh  , 

les  valeurs  de  r  tirées  de  cette  équation  et  comprises  entre  /■  et  /■  -+-  l 
correspondront  à  tous  les  ventres.  Si  l'on  désigne  par  y  le  plus  petit 
arc  positif  ayant  pour  tangente  —mb,  ces  valeurs  éqnidifférentes 
seront  comprises  dans  la  formule  suivante 

r  ^  b  -\ • 

m 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque  tel.  que  l'on  n'ait  pas 

l^^  >  /. 
m 

■  a" 

[>es  noeuds  correspondent  aux  valeurs  de  /  tirées  de 

T"  =  O- 
fit 

OU  de 

,  m  (r  —  b 

tang  m  [r  —  b;  =  n-- 

^        ^  '  i  +  m-hr 

équation  qui  est  satisfaite  évidemment  par  r  =  b,  et  aussi  par  r  =  b-Jr- 1, 
en  vertu  de  l'équation  i^iy;  ce  qui  devait  être,  en  effet,  d'après  les 
hypothèses  mêmes  du  calcul.  Le  nombre  des  valeurs  intermédiaire* 
augmente  indéfiniment  avec  m  ;   mais  leurs  différences  ne  sont  pa^ 
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égales.  Si  m  est  tres-grand ,  ces  différences   sont  sensiblement  égales 


Tuyau  conique  ouvert  par  la  bme  la  plus  lar^e  et  jenné  pai  r autre. 
XXII.   Les  équations  relatives  à  ce  cas  sont: 


d'r 
~dt 

dr- 

î  =  » 

pour      t  =:  h  . 

dt 

pour     r  ^  h  -{-  l. 

On  posera  d'abord 

r<f  =  (A  sin  mat  -t-  B  cos  mat }  (sin  mr  -t-  M  cos  mr 

et  les  conditions  des  extrémités  donneront 
tang  ml  =  —  mh , 


(0  ^  ,      , 

^  I  M  =  —  tang  m  [h  +  l  . 

la  valeur  de  /(p  devient  alors,  en  désignant  par  A  et  B  deux  nouvelley 
constantes  arbitraires, 

(a)  /cp  =  (A  sin  mat  -i-  B  eus  mat  i  sin  m  [h  -h  l  —  r]. 

En  taisant  la  somme  de  toutes  les  expressions  de  cette  forme,  rela- 
tives aux  diverses  racines  de  l'équation  (  i),  on  déterminera  facilement 
les  valeurs  de  A  et  B  de  manière  à  satisfaire  à  l'état  initial. 

Si  l'on  considère  le  son  simple  correspondant  à  une  valeur  unique 
de  m,  tout  ce  qui  s'y  rapporte  est  renfermé  dans  l'équation  (i).  On  en 
tire  d'abord  pour  la  durée  de  la  vibration  entière, 

ma 

d'où  l'on  voit  que,  pour  les  différents  modes  de  division  dont  le  tuyau 
est  susceptible,  l'acuité  du  son  est  proportionnelle  à  la  grandeur  de  la 
racine  correspondante  de  l'équation  (i). 
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Les  ventres  seront  déterminés  par  l'équation 

sin  TO  (è  -h  /  —  r)  =  o . 
d'où 

L       ,        j  "ï^ 

m 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Ils  partent  de  1  extrémité 
ouverte,  et  sont  équidistants  les  uns  des  autres;  le  dernier  est  à  une 
distance  de  l'extrémité  fermée ,  dont  le  rapport  avec  l'intervalle  con- 
stant —  varie  avec  la  racine  m. 

m 

Les  nœuds  sont  donnés  par  l'équation 

tang  m{h  -i-  l  —  r)  ^=  —  mi  , 

à  laquelle  r=b  satisfait  d'après  l'équation  (i);  les  valeurs  de  r  com- 
prises entre  b  et  b  -h  l  détermineront  les  autres  surfaces  nodales  ; 
leurs  distances  ne  seront  pas  égales,  mais  différeront  d'autant  moins 
que  m  sera  plus  grand. 

Tuyau  conique  fermé  à  l'extrémité  la  plus  large  ^  et  ouvert  n  Vautre. 
XXin.   Les  équations  seront,  dans  ce  nouveau  cas, 


dt' 

dr 

dt 

pour     r  ^=  h . 

J  =  o 

dr 

pour     r  =  b 

l 

On  satisfera  a  l'équation  générale  en  prenant 

œ  r  =  (A  sin  mat  -t-  B  cos  mat)  (sin  inr  -»-  M  cos  mr) , 
les  conditions  des  extrémités  donneront 

1    sin  mb  ■+-  M  cos  mb  =  o, 
(  tang  ml  =z  m  {b  +  l) , 

d'où  résulte  l'expression  suivante  de  (pr, 

,  al  a  r  =  (A  sin  mat  -+-  B  cos  mati  sin  m  (r  —  b). 
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On  satisferait  à  l'état  initial  en  faisant  la  somme  d'expressions  sem- 
blables relatives  à  toutes  les  racines  de  l'équation  h),  et  déterminant 
convenablement  les  constantes  arbitraires  A  et  B. 

Considérons  en  particulier  l'un  quelconque  des  sons  simples,  rela- 
tif a  une  valeur  unique  de  m,  et  déterminé  par  l'équation  (2). 

Ua  durée  de  l'oscillation  sera  exprimée  par 


les  ventres  seront  déterminés  par  l'équation 

-r  =r  o     ou     sin  m  (r — A=  o, 
d'où 

r  =  h  -\ 

m 

Les  ventres  sont  donc  distants  les  uns  des  autres  de  la  quantité  con- 
stante—; ils  partent  de  lextrémité  ouverte  et  se  terminent  a  une 
distance  plus  ou  moins  grande  de  l'attire,  mais  inférieure  totitetois 

à    '■'  • 
m 

Les  nœuds  sont  donnés  par  l'équatiou 

fang  m  r  —  b   =  mi . 
KUe  est  satisfaite  par 

r^b~  l, 

d'après  l'équation  (i).  Les  nœuds  partent  donc  de  l'exliVuiité  fermée, 
et  leurs  distances  mutuelles  sont  variables. 

Tuy nu  formé  par  quatre  plans,  dont  deux  sont  parallèles. 

XXIV.  Sitpposons  maintenant  un  tttyati  formé  par  deux  plans  qui 
se  coupent,  et  par  deux  autres,  perpendiculaires  à  l'intersection  des 
deux  premiers,  et  terminé  à  deux  surfaces  cylindriques  ayant  potir 
axe  comtnun  cette  même  intersection.  Négligeons  encore  les  motive- 
ments  dans  le  sens  des  sections  cylindriques,  pour  ne  nous  occtiper  que 
de  cetix  qui  produisent  les  sons  que  fait  entendre  le  plus  ordinaire- 
Tome  \IV.  —  Avait  i8'i9  '  ■^ 
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ment  le  tuyau.  En  employant  les  mêmes  variables  que  dans  le  n"  XVIII. 
et  observant  que,  dans  l'hypothèse  actuelle,  ç  est  indépendant  de 
l'angle  5  .  nous  aurons 

Nous  supposerons  le  tuyau  ouvert  aux  deux  bouts,  et  nous  ilésigne- 
rons  par  b  et  b  -h  l  les  valeurs  de  /•  qui  s'y  rapportent;  il  en  résultera 
les  conditions 

(a)  -^  =  o     noiu'     i  —  be\i=b-+-l. 

1/état  initial  est  donné,  et  entraîne  les  conditions 

Si  l'on  pose 

ç,  =  (A  sin  «  a  <  -h  B  cos  aat)  u, 

u  étant  une  fonction  de  /•  seulement,  on  aura,  dapres  l'équation  (i), 

,«.  d- Il  1   du  , 

3)  -— -\-  - —+  oi^tt  —  o. 

^    '  dr'  r   dr 

La  valeur  générale  de  u  sera ,  en  désignant  par  M  et  N  detix  con- 
stantes arbitraires, 

(4)  «  =  M/     cos(a/cosoj!C^u  +  N  /      cos  (arcos  w)  log  (/ sin^  w  rfw  , 

«/O  J(> 

'et  les  équations  (2)  conduiront  aux  suivantes 
M  /     cos  (aA  cosu)  c^oj 

«/o 

N  1     cos  [ab  cos  w)  log  i^  sin*  w)  dw  =  o, 

M  /     cos  [a{b  -h  l)  C06  cjj  da 

N   1      cos  [a  {b  +  l)  cos  w]  log  [{b  -t-  /)  sin^  wj  c/w  =  o. 
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M 
En  éliminant  entre  elles  —1  on  obtient 


(6V 


f    cos  [a  [b  -h  /)  cos  o)J  du>  f    cos  [ba  cos  oj)  log  [b  sin^  oj)  c/w 
=  r    cos{bacos',i)du  f    cos[{b-+- i)ucos(.)]\o^[{b  +  l)&m^ '.)\ihi, 

t/n  i/o 

équation  qui   détermine   une   infinité  de  valenift  réelles  de  a,  et  nt- 
saurait  en  avoir  d'imaginaires. 

L'une  des  équations  (5)  détermine  le  rapport  ^  en  fonction  rie  a . 
soit 

^  =  P. 
M 

on  aura 

(7)  M  =  M  {u,  -+-  PihU 

en  désignant  par  u,,  «j  les  deux  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (i), 

/     cos  (a  r  cos  w)  r/w , 

et 

I     cos  (a/"  cos  w)  log  frsin*  «)  r/o) , 

on  aura  ainsi  pour  f  la  valeur  suivante 

<p  =  (Asin  rta/  -1-  Bcos«a/)  («,  -i-  Pmu), 

A  et  B  restant  entièrement  indéterminées. 

On  obtiendra  une  valeur  plus  générale  de  0  en  faisant  la  somme 
d'expressions  semblables,  correspondantes  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  (6);  ce  qui  donnera 

(8)  ?  =2^-^  *'"  ^"'^  "*"  Bcosaa/)  {u,  -+-  P«j). 

et  il  ne  restera  qu'à  satisfaire  à  l'état  initial;  ce  qui  conduit  aux  deux 

14.. 
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équations 

i2B(«, +  P«.)  =  F(r), 

au  moyen  desquelles  nous  allons  déterminer  A  et  B. 
Si ,  pour  abréger,  nous  faisons 

u,  -(-  Pî/2  =  U, 
cette  fonction  de  r  et  a  satisfera  à  l'équation 
d'V         I  dV 


ttr'- 


H-  a^U  =  o, 


et  l'on  démontrera  facilement  que  si  U'  et  U"  sont  deux  valeurs  de  U 
correspondantes  à  deux  valeurs  différentes  de  a,  et  satisfaisant  aux 
conditions  des  limites,  comme  cela  résulte  des  valeurs  de  a  et  F,  on 


aura  nécessairement 


U'  U"  rdr  =  o. 

I^es  équations  ic)^  prennent  la  forme  suivante  ; 
2;BU  =  F(n, 

Multipliant  les  deux  membres  de  ces  équations  par  IJ  rdr,  et  intégrant 
entre  b  et  b  -h  I,  tous  les  termes  disparaîtront  en  vertu  de  l'équa- 
tion (lo),  excepté  celui  qui  correspond  à  la  valeur  de  a  qui  entre  dans 
la  valeur  de  U  que  l'on  considère.  On  aura  donc 

J/.i-t-/  ,-.6-+-/ 

'  rVF{r)dr  f  rV/(r}dr 

b  .  l     Jb 


I  6-+-/ 


V'rdr  I  V'i 


dr 


Kn  prenant  ces  valeurs  pour  A  et  B ,  l'équation  ^^Pi)  donne  la  solution 
complète  de  la  question. 
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XXV.  Les  valeurs  de  a  étant  incommensurables  entre  elles,  les 
oscillations  ne  seront  isochrones  que  lorsque  la  valeur  de  0  ne  ren- 
fermera que  l'une  des  racines  de  l'équation  (6);  ce  qui  su])pose  un  état 
initial  convenable.  Le  mouvement  de  l'air  dans  le  tube  sera  alors  dé- 
terminé par  l'équation 

Ci  =  (A  sinaai -+- Bcusrta/i  U. 
La  durée  des  oscillations  isochrones  aura  pour  expression 

et  le  son  le  plus  grave  correspondra  à  la  plus  petite  valeur  de  a. 

r>es  valeurs  de  /■  correspondantes  aux  ventres  s'obtiendront  eu 
posant 

U  ^=  o, 
ou 

(11)     I     ces  (a  r  cos  w)  f/«  +  P  /     cos  (a/cos  mi  log  (/sin' y)  <^'j  =  o. 

Si  l'on  suppose  P  tiré  de  la  première  des  équations  (5),  cette  dernière 
ne  diffère  de  l'équation  (6)  qu'en  ce  que  r  y  remplace  h  -^  l;  et,  par 
conséquent,  elle  est  satisfaite  par  r  =  b  eX  r  =  b  -h  l ,  comme  cela 
devait  être,  puisque,  par  hypothèse,  les  extrémités  du  tuvau  sont  des 
ventres.  Pour  avoir  les  autres  valeurs  de  /  qui  déterminent  les  ventre- 
rorrespondants  à  la  même  valeur  de  a,  il  suffira  de  poser 

a,„/'  =  y.  [h  -+-  /). 

a,„  désignant  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (6).  (".ai  alors 
l'équation  (i  i)  sera  satisfaite  en  vertu  de  l'équation  (6). 

I^es  ventres  seront  donc  déterminés  par  la  formule  générale 

r  =  ±(/.-^/). 

t'I  comme  les  ventres  qui  se  forment  dans  l'intérieur  du  tuvau  coirt-s- 
pondent  à  des  valem-s  de  r  comprises  entre  b  et  b  -^-  l ,  on  ne  dorniera 
à  a,„  que  la  valeur  de  la  racine  a  et  des  racines  plus  grandes  (pie  y.. 

et  moindres  que  a  (  -y-  )• 
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Les  nneuds  s'obtiendraient  en  posant 

rfU 


dr 


=  o; 


mais  les  racines  de  cette  équation  ne  pourraient  être  calculées  aussi 
simplement  que  celles  de  l'équation  (i  \  . 

XXVE    Si  le  tuyau   était   ouvert  à   l'extrémité    la   plus  large,   et 
fermé  a  l'autre ,  on  aurait 


da  , 

-i-  =  o     pour     r  z:^  h . 


=  o     pour     r 


dt 
d'où  résulteraient  les  deux  équations 

/     cos  fa  [b  -»-  /)  cos  w]  du  -^  F  j      cos  [a  [b  -+-  l)  cos  w]  log  [{b  -t-  /)  sin*  w]  dw  = 

J'     cos  w  sin  {ab  cos  w)  d'xt 
0 

—  P      /     cos  w  sin  (ai  cos  w)  log  [b  sin^  m)  du j  j     cos  (ah  cos  w)  r/o)    =  o. 

Éliminant  P,  on  aurait  l'équation  suivante  pour  détermmer  a. 

i  /     cosoo  sin  aècos 'j)  log  (è  sin^  o}W«  i 

/     cos  [a{h  -+-  /)  cos «]  du  °  _  ' 

"  "  I r  /      cos{a/' cos  w)  r/r.)  \ 

-—  /     cos  'j  sm  (a  i  cos  w)  f/w  |   /     cos  [a  (/>  -^  /)  cos  w]  log  [{b  -^  /^  sin^  «]  du  |  • 

On  achèverait  comme  dans  le  cas  précédent,  et  l'on  traiterait  de  la 
même  manière  le  cas  où  l'extrémité  la  plus  large  serait  fermée  et  lautre 
ouverte,  ainsi  que  celui  où  elles  seraient  fermées  l'une  et  l'autre. 

Lorsque  nous  connaîtrons  des  expériences  faites  par  quelque  phy- 
sicien sur  quelques-unes  des  questions  traitées  dans  ce  3Iémoire.  nous 
nous  empresserons  de  les  comparer  aux  indications  de  nos  calculs,  et 
de  faire  connaître  laccord  ou  le  désaccord  que  nous  y  remarquerons. 
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MÉMOIRE 

SUR    LA    THÉORIK    DES    DIAMÈTRES    RECTlLlGiNES 

DES    COURBES   QUELCONQUES; 

Pab    L.    WANTZELrn 


Eulei'  s'est  occupé  de  la  recherche  des  diamètres  rectiHgnes  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  de  la  Collection  de  Berlin  pour  i745;  mais  ce 
grand  géomètre  n'est  arrivé  à  aucun  résidtat  remarquable,  et  la  ques- 
tion a  été  à  peine  effleurée.  En  effet,  il  se  borne  à  présenter  les  consi- 
dérations géométriques  relatives  à  la  déduction  des  diamètres  et  a 
chercher  péniblement  les  équations  de  courbes  qui  présentent  trois  ou 
quatre  diamètres  rectilignes. 

Il  reste  à  trouver  la  loi  de  succession  des  diamètres,  les  conditions 
pour  qu'une  courbe  en  présente  un  certain  nombre  limité  ou  illimité, 
et  enfin  toutes  les  formes  particulières  que  peuvent  offrir  les  courbes 
de  cette  espèce. 

Nous  avons  pensé  qu'il  serait  intéressant  de  poursuivre  ces  re- 
cherches et  de  faire  connaître  complètement  les  propriétés  des  dia- 
mètres rectilignes  des  courbes  quelconques. 

1. 

Une  courbe  peut  avoir  un  seul  diamètre  rectilignt-  :  elle  ne  présente 
pas  alors  d'autre  particularité  que  le  genre  de  .symétrie  qui  lésulte  de 
la  définition  même  du  diamètre.  S'il  y  a  deux  diamètres  conjugues  lun 
de  l'antre,  la  courbe  n'offrira  également  rien  de  remarquable;  seule- 
ment cette  symétrie  sera  double,  ce  qui  influe  assez  peu,  en  général, 
sur  l'ensemble  des  propriétés  de  la  courbe. 


[*J  Wantzel  avait  dojù  publié  un  extrait  de  ce  Mémoire  dans  le  Journal  V Institut. 
JNous  donnons  ici  le  .Mémoire  complet,  tel  que  M.  Bertrand  l'^i  trouve  dans  les  papier> 
que  l'auteur  a  laisses  à  sa  mon.  j    L 
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Mais  si  une  courbe  possède  deux  diamètres  rectilignes  non  conjugués 
qui  se  coupent,  elle  en  aura  nécessairement  un  troisième,  puis  un 
quatrième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'infini,  à  moins  qu'on  ne  revienne 
sur  un  diamètre  déjà  obtenu.  Cette  proposition  fondamentale  a  été 
indiquée  par  Euler;  mais  la  marche  qu'il  a  suivie  ne  lui  a  pas  permis 
d'en  tirer  les  conséquences. 

Soient  OA,  OB  les  deux  diamètres  de  la  courbe;  imaginons  une 
conique ,  ellipse  ou  hyperbole ,  construite  sur  ces  "deux  diamètres 
avec  les  mêmes  directions  de  cordes.  Il  est  facile  de  déterminer  cette 
conique  en  se  donnant  la  longueur  dun  diamètre,  et  toutes  les  co- 
niques semblables  jouiront  de  la  même  propriété.  On  pourra  donc  en 
faire  passer  ime  QBP  par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  pro- 
posée. Par  le  point  M,  menons  la  corde  MF,  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  diamètre  OA .  et  par  les  points  M  et  F  menons  les  cordes 
MN,  FQ  correspondantes  au  diamètre  OB;  joignons  NQ  et  partageons 
cette  ligne  en   parties  égales  par  le  diamètre  OC  de  la  conique.  La 


position  de  ce  diamètre  est  déterminée  et  indépendante  du  point  M. 
En  effet,  les  aires  des  secteurs  QOB.  BOP  sont  égales,  ainsi  que  celles 
de  BON.  BOM;  d'où  il  résulte  évidemment 

NOC  =  MOA, 
BOC  =  BOA. 

Donc,  le  diamètre  OC  forme  avec  OB  un  secteur  équivalent  à  celui 
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que  comprennent  les  diamètres  OA  et  OB.  11  en  résulte  que  non-seu- 
lement ce  diamètre  resterait  le  même,  quelle  que  fut  la  position  du 
point  M  sur  la  conique,  mais  qu'on  le  trouvera  encore  pour  une 
conique  semblable  construite  sur  les  mêmes  diamètres  OA,  OB. 

Si  maintenant  nous  comparons  la  courbe  proposée  à  la  conique, 
les  points  M,  P,  N,  Q  appartiennent  aux  deux  courbes  d'après  la  dé- 
finition des  diamètres,  et  la  droite  OC  divise  en  deux  parties  égales  une 
corde  QN  de  la  courbe.  Mais  en  faisant  passer  une  conique  semblable 
par  un  autre  point  M',  on  eût  trouvé  une  autre  corde  Q'X'  parallèle 
a  QN ,  puisque,  dans  la  conique,  elle  correspond  au  même  ilia mètre 
OC.  Comme  cette  corde  et  les  analogues  seraient  divisées  en  parties 
égales  par  ce  diamètre,  on  en  doit  conclure  que  la  droite  OC  est  un 
diamètre  de  la  courbe  proposée.  Ainsi  toute  courbe  dans  lat/ueUe  il 
y  a  deux  diamètres  qui  se  coupent  en  possède  un  troisième  passant  par 
leur  point  de  concours;  ces  trois  diamètres  forment  des  secteurs  égaux 
dans  une  conique  construite  sur  les  deux  premiers  diamètres  ai'ec  les 
mêmes  directions  de  cordes. 

Si  l'on  opère  ensuite  sur  le  point  N  de  la  conique  par  rapport  au 
diamètre  OC  comme  on  la  fait  sur  le  point  M  et  sur  le  diamètre  OB,  on 
trouvera  un  quatrième  diamètre  OD  qui,  par  la  même  raison  .  appar- 
tiendra également  à  la  courbe  proposée.  Ce  diamètre  formera  avec  OC 
un  secteur  DOC  équivalent  aux  secteurs  COB  et  BOA.  En  continuant 
de  la  même  manière,  on  obtiendra  un  nombre  indéfini  de  diamètres 
de  la  courbe  proposée  qui  jouiront  tous  de  la  même  propriété. 

Donc ,  tous  les  diamètres  rect dignes  d'une  courbe  quelconque  appar- 
tiennent à  une  conique  dans  laquelle  ils  correspondent  aux  mêmes 
cordes  que  dans  la  courbe  proposée  et  forment  avec  le  contour  dr 
la  conique  des  secteurs  équivalents. 

Il  résulte  de  là  que  la  plupart  des  propriétés  des  diamètres  îles,  cli- 
niques sappliquenf  a  ceux  d'une  courbe  quelconque.  Ainsi ,  par 
exemple,  si  l'on  rapporte  la  courbe  à  un  diamètre  rectiligne  et  à  ses 
cordes,  le  produit  des  coefficients  d  inclinaison  dun  autre  diamètre 
et  de  ses  cordes  par  rapport  an  premier  sera  une  quantité  constante. 

Tjme  Xl\'.  —  Atrii.  1849  I  5 
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II. 

11  reste  à  reconnaître,  par  l'inspection  seule  des  deux  premiers 
diametres^et  de  leurs  cordes,  quelle  sera  la  nature  de  la  conique 
Cette  distinction  est  très-facile.  En  effet,  si  l'on  se  donne  la  longueur 
du  diamètre  OB ,  la  parallèle  BT  aux  cordes  de  ce  diamètre  sera  tan- 
gente en  B;  et  la  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole  selon  que 
la  parallèle  BS  aux  cordes  de  l'autre  diamètre  OA  tombera  du  côté 
du  point  O  ou  de  l'autre  côté. 

On  eu  conclut  que  la  courbe  proposée  sera  du  genre  elliptique  ou 
hjrperbolique  selon  que  la  parallèle  auar  corrles  du  premier  diamètre, 
menée  par  le  point  de  concours,  passera  dans  l'angle  formé  par  le 
second  diamètre  et  la  direction  de  ses  cordes  ou  qu'elle  les  laissera  du 
même  côté. 

Si  les  deux  premiers  diamètres  étaient  des  axes,  et  dans  ce  cas  seu- 
lement, la  conique  serait  un  cercle.  Il  est  évident  que  tous  les  autres 
diamètres  sont  alors  également  des  axes  formant  entre  eux  des  angles 
égaux. 

Un  cas  intermédiaire  que  nous  avons  écarté  tacitement,  se  présente 
ici  :  c'est  celui  où  les  deux  diamètres  correspondraient  à  la  même 
direction  de  cordes,  en  sorte  qu'il  n'existerait  plus  de  conique  suscep- 
tible d'être  construite  sur  ces  diamètres. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  proposée  et  OA  et  OB  les  deux  dia- 
mètres [*].  On  construira  les  points  P,  N,  Q  de  la  courbe  sur  la  ligne 
droite  AB  comme  sur  la  conique,  et  l'on  trouvera  le  diamètre  OC 
dont  la  position  sera  déterminée  et  indépendante  du  point  M,  puisque 

BC  =  AB. 

En  continuant  la  même  construction,  on  obtiendra  une  série  de 
droites  OC,  OD,  etc.,  qui  intercepteront  des  parties  égales  sur  toute 
parallèle  aux  cordes.  La  droite  OC  divise  eu  deux  parties  égales  une 
corde  QN  de  la  courbe  proposée.  Si  l'on  prenait  un  autre  point  M', 
on  trouverait  une  autre  corde  Q'N',  parallèle  à  QN,  qui  serait  aussi 

f*1  On  peut  suivre  sur  la  même  figure. 
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divisée  en  parties  égales  par  OC.  Donc  OC  est  un  diamètre  de  la 
courbe  |)roposée,  et  il  en  est  de  même  de  toutes  les  droiles  consécu- 
tives OD,  OE,  etc. 

Ainsi,  dans  le  cas  iitteiinédiaiie  où  les  diamètres  correspondent  à 
la  même  direction  de  cordes,  la  courbe  proposée  a  une  injinité  de  dia- 
mètres (/ni  concourent  au  même  point  et  qui  interceptent  sur  une  même 
direction  des  grandeurs  égales. 

III. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  toujours  supjJOM-  que  ir^ 
deux  diamètres  de  la  courbe  proposée  se  coupassent.  Si  une  courbe 
jjossede  deux  diamètres  parallèles,  on  pourra  toujours  construire  une 
parabole  sur  ces  diamètres  avec  la  me-me  direction  de  cordes.  En  fai- 
sant passer  cette  |)arabole  par  un  point  de  la  courbe  et  en  opérant 
comme  sur  les  autres  coniques,  on  trouve  une  série  de  diamètres 
parallèles  et  équidistants  qui  devront  appartenir  à  la  courbe  proposée. 

Donc ,  lorsqu'une  courbe  a  deux  diamètres  parallèles,  elle  en  a  une 
infinité  d'autres  équidistants  entre  eux  et  qui  appartiennent  tous  à 
une  parabole  dans  laquelle  ils  correspondent  aux  mêmes  cordes. 

11  peut  arriver  aussi  que  ces  diamètres  divisent  les  meniez  cDrdf^- 
en  deux  parties  égales. 

Telles  sont  les  principales  propriétés  géométriques  des  courbes  qui 
possèdent  des  diamètres  rectilignes. 

IV. 

Nous  allons  passer  maintenant  à  la  recherche  des  conditions  ana- 
lytiques relatives  à  la  succession  des  diamètres  et  à  la  détermination 
de  leur  nombre.  .Suppo.sons  deux  diamètres  qui  se  coupent  comnie 
Ijrécédemment,  et  rapportons  !a  courbe  au  premier  diamètre  et  à  la 
direction  de  ses  cordes.  Soient  ensuite  m  et  n  les  coefficients  d'incli- 
naison du  second  diamètre  et  de  ses  cordes.  On  voit  de  suite  que  la 
courbe  sera  du  genre  elliptique  on  hyperbolique  selon  que  m  et  n 
seront  de  signes  contraires  ou  de  même  signe. 

Considérons  d'abord  le  cas  elliptique.  L'aire  compri.se  entre  les 
deux  premiers  diamètres  d'une  des  ellipses  conjuguées  à  la  courbe  a 

i5.. 
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pour  expression  w — »  en  désignant  par  w  l'angle  du  secteur  circulaire 
correspondant.  Les  diamètres  suivants  forment  avec  le  premier  des 
aires  doubles,  triples,  etc.,  en  sorte  que  les  angles  u  obtenus  de  la 
même  manière  seront  doubles,  triples,  etc.,  du  premier.  Mais  les  incli- 
naisons m  et  71  sont  liées  simplement  à  l'angle  'j. 
En  effet,  on  a 

BS    r»,  BS 

'"  =  ôsf    ]'      «  =  -ST' 


doù 

d'ailleurs, 

donc 


ST 


OS  =  OA  cos  u  ,      ST  =  OA  ^^^^-^ 

COSU 


'"  > 

—  =  —  tang-  w. 


Si  l'on  désigne  par  m'  et  ?i'  les  inclinaisons  du  troisième  diamètre  et 
de  ses  cordes  sur  le  premier,  on  aura  pareillement 

puis,  en  continuant  la  même  notation, 

— F  =  —  tang'' o«,     — ^  =  —  tang'' 4u,.... 

On  peut,  du  reste,  éliminer  tang  u  et  trouver  les  relations  qui  lient 
entre  elles  les  inclinaisons  des  diamètres  successifs.  Pour  cela ,  il  faut 
développer,  ce  qui  donne 

4- 

m'  4  tang-  f.>      n 

n'  l'i  —  tang'w)=         /        m  V  ' 

—  l\       —V 
m"  3  tang  u  —  tang^u)' n\         n) 

^  "  (i  — 3tang'«)=      ~/,_^3"iy' 

et  ainsi  de  suite. 


[*]  Même  figure. 
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Si  l'on  joint  à  ces  relations  la  condition  mn  =  m' n'  =  m"n\,  etc.,  que 
nous  avons  signalée  plus  haut,  on  pourra  déterminer  l'inclinaison 
d'un  diamètre  de  rang  quelconque  et  celle  de  ses  cordes. 

L'aire  elliptique  comprise  entre  les  deux  premiers  diamètres  est 
égale  à  w — ?  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus;  elle  est,  pai-  consé- 
quent, couimensurable  avec  l'ellipse  entière,  si  l'angle  w  l'est  lui- 
même  avec  quatre  droits. 

.\insi,  pour  étudier  les  diamètres  rectilignes  d'une  courbe  du  ge.-ire 
elliptique,  il  faut  égaler—  à  —  tang^u;   si   l'angle  w   est   commen- 

surable  avec  quatre  droits,  elle  aura  plusieurs  diamètres  dont  le 
nombre  sera  marqué  par  le  nombre  de  fois  que  la  commune  mesure 
sera  contenue  dans  quatre  droits  (ou  la  moitié  si  ce  nombre  est  pair  ; 
dans  le  cas  contraire,  la  courbe  sera  nécessairement  une  ellipse  ou 
une  série  d'ellipses  concentriques  et  semblables. 

Dans  le  cas  lijrperbolique,  les  aires  successives  seront  également  re- 
présentées par  z — 5  iz  —  1  etc.,  en  désignant  par  z  l'aire  du  secteur 
d'une  hyperbole  équilatère  correspondant  au  secteur  compris  entre 
les  deux  premiers  diamètres.  Pour  retrouver  ici  des  relations  aussi 
simples  que  dans  l'autre  cas,  il  est  convenable  d'introduire  des  lignes 
trigonométriques  hyperboliques.  Si  l'on  désigne  par  jc  eX  j  les  coor- 
données rectangles  du  point  B'  qui  correspond  au  point  B  dans  Ihv- 
perbole  équilatère,  l'aire  du  secteur  est  /  (  j:  -(- ^)  ^  z  ;  d'où  l'on  tire, 
à  cause  de  x^  —  y^  =z  \  , 

X  = =  cos  nyp  z,      y  =  =  sin  tiyp  z. 


Le  rapport  —  des  inclinaisons  du  second  diamètre  et  de  ses  corde>  est 

TS 
toujours  égal  à  ^:  or, 

OS  =  cos  hvp  s,      ST  =  OS  -  OT  =  cos  hyp  z ^ =  !l!i!^. 

•  '  -  '  ros  hvp  z         <os  livp  z 

donc 

—  =  tang-  tiv))  z. 
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On  voit  que  l'on  obtient  le  même  résultat  que  pour  le  cas  ellip- 
tique, en  remplaçant  les  lignes  trigonométriques  par  les  lignes  hyper- 
boliques et  en  changeant  le  signe.  Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que 

1  III      '"'    "' "  1  '  1    •  1    "'       1 

les  relations  en  vertu  desquelles  —ri  —r,^  etc.,  se  déduisent  de  —  i  s  aii- 

1  «        72  n  ' 

pliqiieront  alors  sans  modification  aux  deux  genres  de  courbes. 

Pour  le  cas  intermédiaire,  le  coefficient  n  est  constant  et  les  incli- 
naisons m,  m',  m",  etc.,  croissent  évidemment  en  progression  arithmé- 
tique. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  à  diamètres  parallèles,  c'est,  au  con- 
traire, m  qui  est  constante,  et  n  varie  en  raison  inverse  de  la  distance 
au  premier  diamètre  ,  puisque  les  diamètres  de  la  courbe  appartiennent 
tous  à  une  parabole;  de  plus,  comme  ils  sont  équidistants,  //  croît 
aussi  en  progression  arithmétique.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  n  peut 
être  également  constant  pour  ce  genre  de  courbes. 


y. 


De  tout  ce  qui  précède,  on  peut  facilement  conclure  qu'il  sera  pos- 
sible de  construire  une  courbe  possédant  autant  de  diamètres  que 
ion  voudra.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  du  cas  de  deux  diamètres, 
parce  qu'ils  sont  toujours  conjugués. 

Cherchons  la  forme  générale  de  l'équation  des  courbes  qui  ont  /> 
diamètres  rectilignes.  Pour  cela,  rappelons-nous  qu'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  est  situé  sur  une  ellipse  construite  sur  les  mêmes 
diamètres,  dont  l'équation  sera  de  la  forme 

j-'^  —  rnnx^  =  C  , 

en  conservant  les  notations  ci-dessus. 

Le  point  de  la  courbe  sera  déterminé  par  l'intersection  de  cette 
ellipse  avec  la  dioite 

y  =  tang  a.  \  —  nin  . 
SI   ion  appelle  a  l'angle  du  secteur  circulaire  qui  correspond  au  sec- 
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w.nv  elliptique  déterminé  par  cette  direction.  T. a  courbe  proposée  sera 
représentée  généralement  par  ces  deux  équations,  en  y  regardant  C. 
comme  une  fonction  de  a.  Mais  si  la  courbe  doit  avoir  p  diamètres 
rectilignes ,  il  résulte  de  la  loi  de  succession  que  plusieurs  points  de 
l'ellipse  appartiennent  à  la  courbe  et  qu'ils  correspondent  à  des 
valeurs  de  a  en  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  -i.'^. 
Cet  angle  oj  est  toujours  celui  qui  satisfait  à  la  condition 

tang''  oj  ^ 

et  qui,  dans  ce  cas,  doit  être  égal  à  ^^-   Alors,  C  doit  être  une  toiic- 

tiou  périodique  de  a  qui  ne  change  pas  quand  a  augmente  de  '^—^■. 

d'un  autre  côté,   on  voit  que  cette  fonction  ne  change  pas  de  signe 
avec  a. 


l>'équation  suivante 


f-  —  innx'-  =  y]  A 


*cos 


hp. 


dans  laquelle   A   désigne   un    nombre  quelconque    entier  et    positit . 
représente  donc  toujours  une  courbe  qui  a  />  diamètres  rectilignes. 

La  courbe  sera  algébrique  si  le  nombre  des  termes  du  second 
membre  est  limité;  mais  elle  le  serait  encore  dans  un  grand  nombre 
d'autres  cas,    si,    par  exemple,   on  reMi|)lace  le  premiei    meinbie   par 

?  ou  par  toute  autre  fonction  algébrique  de  la  même  quantité. 

y' — mriT  ^  t>  T  l 

La  plus  simple  des  courbes  de  ce  genre  est  une  c(Jiirbe  du  troisième 

degré  à  trois  diamètres.   Nous  la  déduirons  de  la  torme  ci-dessus,  en 

prenant  ,  pour   la   fonction  périodique   du  sn(jnd   membre,  ce 

ros  a) 

qui  donne 

{f^  —  rnnjc^)   '  —  cos  3a  =  4  «■'•Js'  a  —  ^Uos  a. 

Or 

-  mn  '4  mnsr  -)-  3  r    >■  —  mtic')\ 


4  cos'  a  —  i  cos  a  := 


(  /•  —  mnx'\  ' 
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a  cause  de 

y  ■=  X  tang  a  \  —  mn. 

Léq nation  sera  donc 

3  jrr'  -^  mfix^  = ,  • 

\  —  mn 

Si  l'on  lait  infi  =  —  i,  on  obtient  la  courbe 
3.r)  '  —  a:^  =  —  I , 

qui  possède  trois  axes. 

Pour  les  courbes  du  genre  hyperbolique ,  on  les  représentera  égale- 
ment par  la  combinaison  de  l'équation  de  l'hyperbole 

y"^  —  mnx'^  =  C , 

avec  Tequation  de  la  droite 

y  :=  X  tang  a  V  —  ffin  ■ 

en  regardant  C  comme  fonction  de  a. 

La  quantité  a  est  ici  l'aire  du  secteur  d'hyperbole  équilatere  qui 
correspond  à  celui  que  détache  sur  l'hyperbole  le  rayon  vecteur  dont 
l'équation  est  rapportée  ci-dessus.  On  verra,  comme  pour  l'autre  c.^s, 
que  la  fonction  C  ne  doit  pas  changer  quand  a  augmente  d'un  mul- 
tiple de  7.Z;  en  sorte  qu'on  sera  conduit  à  cette  forme  générale  de 
l'équation 

j-  —  mnx^  =  >  A/t  cos  — ; — 

La  quantité  z  est  toujours  l'aire  du  secteur  hyperbolique  équilatere 
correspondant  au  secteur  formé  par  les  deux  premiers  diamètres,  et 
l'on  a 

tang'  hyp  s  =  — 

lies  courbes  de  ce  genre  sont  toutes  transcendantes 

Pour  obtenir  une  courbe  de  cette  espèce  assez  facile  à  construue, 
nous  supposerons  mn  =  i  et  z  =  ;r.  ce  qui  détermine  m  et  n .  et  nous 
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prendrons  les  deux  équations 

j'*  —  x*  =  cos' a ,    j  =  X  tAu^\i\\)  7.: 
CD  ni  me 

tanghypa  =  -         _  , 

on  en  conclut 

=  e^' , 

r  — ^ 

d'où 

j- -+- X  =  e'cos  a,     j  — x  —  e-'^co^a. 

Sous  cette  forme,  on  construira  commodément  la  courbe  en  question, 
et  Ton  reconnaîtra  qu'elle  est  composée  de  feuilles  qui  partent  toutes 
de  l 'origine  et  qui  aboutissent  à  l'hyperbole 

y^  —   X^  r=l   \  ; 

ces  feuilles  vont  donc  en  s'allongeant ,  et  elles  ont  chacune  un  diamètre 
qui  finit  par  converger  indéfiniment  vers  l'asymptote  de  cette  courbe. 
Le  cas  intermédiaire  se  rapproche  lui  peu  du  précédent ,  et  l'on 
pourrait  déduire  qui  lui  convient  de  celles  que  nous  venons  d'obtenii-, 
en  faisant  tendre  n  vers  l'infini.  Mais  on  arrive  plus  rapidement  si  Ion 
remarque  que ,  pour  chaque  valeur  de  x ,  on  doit  trouver  des  points 
de  la  courbe  en  faisant  varier  l'inclinaison  suivant  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  soit  le  double  de  l'inclinaison  des  deux 
premiers  diamètres. 

Ainsi,  l'équation  doit  exprimer  que  r  est  une  fonction  de   -  qui  ne 
change  pas  quand-  augmente  d'une  quantité  donnée,  ce  qui  conduit  à 

y                            XîTX 
Ai  cos 

.— iJ  nty 

On  peut  prendre  pour  exemple 

X  =  cos  3  -  ' 

et  l'on  trouve  également  une  série  de  feuilles  émanant  du  même  point . 
mais  qui  aboutissent  à  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Tome  XIV.  —  Atbh   1849.  '  *^ 
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Il  lit'  reste  plus  qu'à  l'aire  connaître  le  type  de  l'équation  des 
courbes  à  diamètres  parallèles.  On  devra  les  considérer  comme  don- 
nées par  l'équation  d'une  parabole 

j-  —  2  anjc  ^  C . 

combinée  avec  celle  de  plusieurs  parallèles  à  l'axe  îles  jc;  il  faut  que  C 
ne  change  pas  quand  /  augmente  d'un  multiple  de  aa,  si  a  repré- 
sente la  distance  des  diamètres.  Ainsi,  l'on  arrive  à  la  forme 


y^  —  1  anx  =  ^  A< 


cos 


kr.y 


qui  ne  représente  que  des  courbes  transcendantes. 

Enfin,  si  les  diamètres  parallèles  doivent  correspondre  aux  mêmes 
cordes,  on  a  évidemment 

y.              kicy 
A;k  cos  —1 

puisque  x  est  une  fonction  périodique  de  /. 
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NOUVELLE  MÉTHODE 

POUR  1ROUVER  LES  CONDITIONS  UTNTÉGRABIIJTÉ 

DES    FONCTIONS    DIFFÉRENTIELLES: 

Par  m.  J    BERTRAND. 


La  question  d'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire  a  été  traitée 
par  un  grand  nombre  de  géomètres.  Euler,  Condorcet ,  Lexell .  La 
grange,  Poisson  s'en  sont  successivement  occupés,  et  plus  récemment 
MM.  Sarrus  et  Joachimsthal  y  ont  consacré  des  Mémoires  intéressants. 
Moi-même,  dans  un  premier  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  XVH 
du  Journal  de  l'Ecole  Poljtrclinuiue,  j'ai  essayé  de  simplifier  ces  re- 
cherches en  donnant  une  démonstration  extrêmement  simple  de  la 
formule  élégante  d'Euler.  J'ai,  de  plus,  indiqué,  pour  effectuer  l'inté- 
gration ([uand  elle  est  possible,  deux  méthodes,  dont  l'une  conduit  a 
la  fornude  déjà  trouvée  par  Poisson. 

La  plupart  des  travaux  cpie  je  viens  de  citer  semblent  avoir  pour 
but  principal  la  démonstration  simple  de  la  fornude  d'Euler.  Ils  doi- 
vent peut-être  en  partie  leur  origine  à  une  erreur  propagée  par  La- 
grange  et  Poisson,  qui  croyaient  qu'Euler  n'avait  pas  donné  une 
démonstration  complète  île  sa  formule.  Cette  démonstration  est  cepen- 
dant exposée,  conime  je  l'ai  fait  voir,  dans  son  Traité  du  Cidcul 
intégral,  et  surpasse  en  sinipiicité  toutes  celles  qui  ont  été  proposée.s 
depuis. 

Mais  cette  condition  d'intégrabilité,  dont  la  démonstration  a  été 
dotuiéc  tant  de  fois,  est,  on  doit  le  dire,  malgré  sa  forme  élégante, 
d'une  application  fort  pénible.  Il  faut  exécuter,  pour  en  faire  usage, 

i6.. 
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nn  grand  nombre  de  différentiations,  et  quand  elle  est  satisfaite,  ce 
sont  des  opérations  nouvelles  qui  font  connaître  l'intégrale  dont 
l'existence  a  été  démontrée. 

f.a  méthiode  que  je  propose  dans  ce  Mémoire  diffère  notablement 
(le  celle  d'Euler,  et  il  faudrait  des  calculs  compliqués  pour  vérifier 
directement  leur  concordance;  elle  ne  conduit  pas,  il  est  vrai,  à  une 
condition  aussi  élégante,  mais  les  opérations  auxquelles  elle  donne 
naissance  ont  un  grand  avantage  de  simplicité.  C'est  en  intégrant  la 
fonction  proposée  qu'on  s'assure  qu'elle  est  intégrable ,  et  chacune 
des  opérations  est  suivie  d'une  vérification  qui,  si  elle  ne  réussit  pas, 
dispense  de  continuer  le  calcul.  On  a  ainsi  un  avantage  tout  à  fait 
analogue  à  celui  que  présente,  en  algèbre,  la  méthode  des  racines 
commensurables  qui,  sans  donner  une  formule  pour  déterminer  ces 
racines,  fait  connaître  une  série  d'opérations  à  l'aide  desquelles  on 
peut  constater  leur  existence,  et  dont  une  seule  suffit  souvent  pour 
apprendre  qu'il  n'en  existe  pas. 


Soit 

une  expression  dans  laquelle  j    désigne  une  fonction   indéterminée 
de  x,  et  j',^'",...,  y;,  ses  dérivées.  La  dérivée  de  F  est,  comme  on  sait, 

d¥        dF     ,         dF      „  dF 

et  l'on  voit  qu'elle  est,  quel    que   soit  F,  linéaire   par    rapport  a  la 
dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé,  J„+,- 

D'après  cette  remarque,  pour  qu'une  fonction  différentielle 
o{jc,j',  y',-..,  y'„+t)  soit  une  dérivée  exacte,  il  est  nécessaire  qu'elle 
soit  de  la  forme 

P  et  Q  renfermant  seulement  les  n  premières  dérivées  de  j. 

Si,  (le  plus,  on  désigne  par  F  l'intégrale  de  la  fonction  s,  d'après 
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ce  qui  précède,  on  doit  avoir 

et,  par  conséquent, 

l'intégrale  /       Qdj„  devant  être  prise  en   considérant  x,  j,..,  jn_, 

comme  des  constantes. 

Pour  déterminer  la  fonction   inconnue  <]/,   il   faut  former    la   dé- 
rivée de  F  et  l'égaler  à  P-)-Qj„;   o»  trouvera  aussi,  en  désignant 


r 


i}<iX„  par  /», 

di       dk 

dx         dy 


•^    ~dx'-^     ~"'  ~  d^,-^"~  \di)' 
~\  désignant  ici  la  dérivée  complète  de  la  fonction  i{/. 

Le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  doit  donc  être  une  tlé- 
rivée  exacte,  et  c'est  en  l'intégrant  que  l'on  pourra  connaître  la  fonc- 
tion (ji  qui,  ajoutée  à  A:,  donnera  la  fonction  cherchée  F.  Il  résulte 
alors  de  ce  qui  précède  que  l'expression 

dK       dk     ,  _  dk 

dt~  d)-^     ~"'~dyZ,-^"' 

doit  être  de  la  forme 

P. +  Q,7«, 

P,  et  Q,  étant  indépendants  dej„.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  il  est  mutile 
de  continuer  les  opérations,  l'expression  proposée  n'est  pas  intégrable. 
Si  cela  a  lieu,  on  verra,  comme  plus  haut,  que  l'on  a 

'}  =  /  Q,  (-/)„_,  -^-  |,  =  A:,  -t-  <];,, 

et  que 

d^,  _  p  dk,  dk,       ,  dk, 

di~'~d^~d^^    — ...—  ^^  j„_,  ; 
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le  second  membre  de  cette  équation  devra  être  de  la  forme 

Pj  et  Qj  élant  indépendants  dej„_,  .  et,  si  cela  n'a  pas  lieu,  l'expres- 
sion proposée  ne  peut  être  une  dérivée  exacte. 
F.n  supposant  (pie 


on  auia,  connne  plus  liaut, 

'>.   =  J^      '"'  Q2  (lrn-2   -+-   1'2  =   ^2  ■ 


M. 

dA, 

M,       , 

M: 

^t  =  p^ 

rfx   " 

dV  ^ 

"~  d^- 

et  il  faudra  encore  que  le  second  membre  de  cette  expression  soit 
linéaire  par  rapport  à  j'„_2. 

En  continuant  à  raisonner  de  la  même  manière,  on  ramènera  l'in- 
tégration proposée  à  celle  d'une  expression  dont  l'ordre  sera  de  moins 
en  moins  élevé,  et,  enfin,  à  celle  d'une  expression  de  la  forme 

ou  P„  et  Q„  ne  dépendront  que  de  x  etj.  Or  on  connaît  la  condition 
d'intégjrabilité  d'une  semblable  expression  et  l'on  sait  Tinlégrei  dans 
le  cas  où  elle  est  remplie. 

[.'avantage  principal  que  présente  la  méthode  précédente  consiste 
dans  la  série  des  vérifications  qui ,  si  l'expression  n'est  pas  intégrable. 
permettent,  en  général,  de  s'en  apercevoir  presque  immédiatement. 


L'application  de  la  méthode  précédente  exige  des  intégrations, 
la  "condition  d'Euler  a  l'avantage  de  n'exiger  que  des  différentiations; 
mais  nous  allons  faire  voir  que .  lors  même  qu'on  ne  pourrait  pas 
effectuer  les  opérations  indiquées  dans  le  paragraphe  précédent,  il 
serait  encore  possible  de  décider  si  l'intégration  est  possible. 
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Reprenons  l'expression 

?  =  P  -  Q  j«^.  ; 

SI  nous  posons 

"'   Qrfr„=:A:, 


i: 


la  première  des  conditions  d'intégrabilité  consiste  en  ce  que  l'expres- 
sion 

dA         d/.      ,  dk 

w  ^-di-Tyy  -■■■-dpzJ" 

doit  être  de  la  forme 

P.  +  Q.j„- 

Dr  je  vais  montrer  que  l'on  pourra  toujours  savoir  si  cette  condition 
est  remplie,  et  former,  si  elle  l'est ,  les  fonctions  P,  et  Q,.  Si ,  en  effet , 
nous  remplaçons  A  par  sa  valeur,  J'expression  (a)  prend  la  forme 


[a] 


Pour  que  cette  équation  soit  linéaiie  par  rapport  à  j„,  il  faut  et  il 
suffit  que  sa  dérivée,   par  rapport  à  j„»  soit  indépendante  de  cette 
lettre ,  c'est-à-dire  que 
,,,        rfp       dq    ,  dq  dQ        /"'.   rfQ     , 

soit  indépendante  de  7,, ,  ou  que  la  dérivée,  par  rapport  à  )„ ,  soit 
nulle,  ce  que  l'on  peut  évidemment  vérifier  sans  effectuer  aucime 
intégration. 

En  supposant  cette  condition  remplie,  l'intégrale  /    "  -~~  dj„  sera 

par  cela  même  connue,  et  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend 
l'ensemble  des  autres  termes  de  l'expression  [b]  quand  on  y  fait  suc- 
cessivement j„  =  o,  ^„=^„.  11  en  résulte  que  celte  expression  ,//'. 
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et,  par  conséquent,  la  valeur  de  Q,  peut  être  regardée  comme 
connue.  On  peut  également  connaître  P,  sans  effectuer  aucune  inté- 
'^ration,  car  cette  fonction  sera  la  différence  de  l'expression  [a)  et  du 
produit  connu  Qi  7'n)  c'est-à-dire 


I  -^"X\-S^--Q-^- 


rfQ 


En  ufinarquant  que.  dans  cette  expression,   l'intégrale  /       - — ciy,, 

est  connue,  et  que,  de  plus,  on  sait  d'avance  que^„  doit  disparaître 
du  résultat,  on  en  conclura  que  la  seule  intégrale  inconnue 

pourra  être  calculée,  et  sera  la  différence  des  valeurs  que  prennent 
les  autres  termes  de  l'expression  (o  pour  y„^  y„  et  j„  =  o. 
Ayant  formé  l'expression 

on  opérera  sur  elle  comme  sur 

P  +  Q;w<, 

et  l'on   ramènera  son  mtégration    k    celle  d'une  expression  d  ordre 
moindre , 

P,  -^  Q,  >„_. , 

dont  la  formation  n'exigera  que  des  différentiations.  et,  en  continuant 
ainsi .  on  sera  conduit  à  une  expression  de  la  forme 

tlont  les  conditions  d'intégrabilité  sont  connues. 
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III. 

Si  la  fonction  différentielle  proposée  contenait  les  dérivées  de  deux 
(onctions  indépendantes  l'une  de  l'autre  j-  et  z ,  la  méthode  précé- 
dente serait  encore  applicable.  On  considérerait  l'iuie  des  deux  fonc- 
tions, z  par  exemple,  comme  une  fonction  connue  de  x,  et  l'on 
ai)pliquerait  la  méthode  précédente  comme  s'il  n'y  avait  que  la  fonc- 
tion j  qui  restât  indéterminée;  il  n'y  aurait  rien  à  changer  k  la  série 
des  opérations. 

IV. 

.Je  terminerai  en  donnant  quelques  exemples  de  1  a|)plicatioti  de  la 
méthode  précédente  : 

1".  Soit  l'expression 

f  -+-  -iJijj'  ^  .rj"  4-  x-'j    -  7  '  =  P  +  Qj  \ 

on  a 

P  =  j-^  -+-  {■ixy  —  i)  )'  -h  xr",     Q  =  X-. 

par  conséquent, 

r^   QHj"^  f   x^dr"^x''x"  =  k,, 

4/0  t/O 

l'expression  désignée  plus  haut  |)ar 

rli  dk       ,         tU_      _„ 

dx        dy  -^  dr'  -^ 

est  ici 

y-  -+-  {"i-xy  —  \)y'  ■+  xy"  —  'i-xy'' 
=  y'^  -h  {ixy  —  i)y'  —  xy"  =;  P,  -f-  Q,  7  ". 

P,  étant  ici  égal  à  y'  -+-  (7.xy  —  1  )y'  et  Q,  à  —  x.  l'intégrale 
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et.  par  conséqvient, 

=  j*  -4-  •ixyf=  P,  -f-  Q,jr', 
l'intégrale. 

et ,  par  conséquent , 

eu  sorte  que  l'intégrale  demandée  est  égale  à 

k  -I-  k,  -I-  ^j  =  ^'j'  —  '>■'-*-  -at/^- 
2°.  Considérons  encore  l'expression 


z'  s  1  -^  r'-  —  j'  V 1  -!-  2'^  -t- 


\Ji  +  y''        v'i- 


ou  ;  et  ^  désignent  deux  fonctions  quelconques  de  x  dont  c',  >'. 
z".  J-"  sont  les  dérivées.  Pour  intégrer  cette  expression,  nous  commen- 
cerons par  intégrer  le  coefticient  de  r"  en  y  considérant  y'  comme 
seule  variable,  nous  aurons 

zy'dy' 


zyi-^J     -  Z- 


Si  nous  retranchons  de  l'expression  proposée  la  dérivée  complète  de 
cette  intégrale  ,  il  reste 


r  \ 


il  laul  mtégrer  cette  expression  et  ajouter  le  résultat  à  l'intégrale  (i 
trouvée  plus  haut.   Pour  faire  cette  intégration  ,  il   faut  intégrer  le 
coefficient  de  j-'  en  y  considérant  y  comme  seule  variable,  et  on  a 

—  I     <lr  V  «  +  r'^  =  —  r  s  1  ^  ^'^ 
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Si  nous  retranchons  de  l'expression  précédente  la  dérivée  complète  de 
cette  intégrale,  il  reste  z\  dont  l'intégrale  est  z,  en  sorte  que  l'inté- 
2;rale  demandée  est 


"\  I  -H  J  -—  z—  y\\ 


<;es  deux  exemples  suffisent  pour  montrer  combien  est  facile  l'appli- 
cation de  notre  méthode.  Si  l'on  cherche  à  leur  appliquer  la  règle 
d'Euler,  on  reconnaîtra  que  les  calculs  à  faire  pour  reconnaître  que 
l'intégration  est  possible  seraient  plus  longs  que  ceux  qui  permettent 
d'en  trouver  le  résultat.  Cet  avantage  de  simplicité  sera  d'autant  plus 
sensible  que  les  expressions  considérées  seront  plus  compliquées  et 
dun  ordre  plus  élevé. 

P.  S.  Dans  un  premier  Mémoire  qui  fait  partie  du  Journal  dp 
l'Ecole  Polytechnique ,  tome  XVII ,  j'ai  donné  sous  une  forme  géomé- 
trique assez  élégante  la  condition  nécessaire  pour  qu'une  expression 
de  la  forme 

\dx-^\dy  +  Zdz 

soit  une  différentielle  exacte;  quoique  ce  résultat  n'ait  pas  un  rapport 
direct  avec  le  Mémoire  précédent,  je  saisis  cette  occasion  de  déclarer 
que  Clairaut  en  a  fait  usage  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  terre, 
et  quil  n'était,  par  conséquent,  pas  nouveau  lorsque  je  lai  rencontré. 


Note  relative  au  AJe'inoire  précédent;  par  M.  S\brls. 

Le  aô  mars  1849,  j  ai  adressé  à  l'Académie  des  Sciences  ime  petile 
réclamation  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Bertrand  sur  les  conditions 
d'intégrabilité  des  fonctions  différentielles.  Cette  Lettre  contenait  en 
même  temps  une  méthode  que  .  depuis  plusieurs  années,  je  développe 
dans  mes  cours  et  dont  même  j'ai  fait  usage  dans  un  Mémoire  non 
encore  publié,  mais  présenté  depuis   longtemps  à  l'Académie.  Il  me 

17.. 
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semble  que  ma  méthode  est  plus  complète  que  celle  de  M.  Bertrand  , 
et  que,  du  moins,  dans  le  cas  de  plusieurs  variables,  elle  peut  faire 
éviter  bien  des  tentatives  inutiles.  Je  crois  donc  devoir  donner  ici  non 
ma  méthode  elle-même,  mais  ce  que  je  regarde  comme  nécessaire 
pour  compléter  celle  de  M.  Bertrand. 

Conformément  à  la  notation  de  M.  Bertrand  en  supposant  que  j, 
z,  etc.,  expriment  des  fonctions  quelconques  de  x,  je  désignerai  leurs 
dérivées  successives  par 

Je  supposerai,  en  outre,  que 

u=f:a:,j',y,...,j„;  z,z',  z",...,z„,,...)     et     v=du\ 

des  lors,  on  aura  identiquement 


i  ■     du         du      ,         du       ,,    du 
f/j-     dr        dy^           dr  -^           dr"  ^ 

du 

■■-^d^J— 

du     ,         du      ,,          du       ,„ 
dz               dz                  dz 

du 

■^  dT.  '■-" 

-+- 

et  l'on  en  conclura  que  : 

1".  Les  plus  hautes  dérivéesj-,„+,,  Zm+n  etc.,  des  variables  compo- 
santes ne  peuvent  entrer  qu'à  la  première  puissance  dans  une  diffé- 
rentielle exacte; 

•i".   Les  coefficients  -; — >   -— ,  etc.,  de  ces  plus  hautes  dérivées  ne  doi- 

dy„      dz„,  "^  . 

vent  renfermer  aucune  des  dérivées  /,„+,,  z,„+,,  etc.,  elles  doivent  être 
tout  au  plus  de  même  ordre  que  l'intégrale  u,  par  rapport  à  chacune 
des  variables  composantes  considérées  séparécnent. 

Cette  dernière  condition  parait  avoir  échappé  à  M.  Bertrand;  elle 
peut  cependant  servir  à  arrêter  bien  des  tentatives  infructueuses. 

M.  Bertrand  ne  parle  pas  des  différentielles  exactes  dun  ordre  plus 
élevé  que  le  premier.  Cependant ,  la  même  méthode  peut  servir  a 
tT-ouver  immédiatement  et  sans  intégration  intermédiaire  l'intégrale 
primitive  d'une  différentielle  exacte  d'un  ordre  quelconque.  En  effet: 
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Si  w  exprime  une  différentielle  exacte  cl'u  de  l'ordre  /,  les  termes 
de  l'expression  -^^  qui  doivent  renfermer  les  plus  hautes  dérivées 
des  variables  composantes,  seront 

du  du 

et  l'on  en  conclura  que  : 

A.  Les  plus  hautes  dérivées  j",„+, ,  z,„^,,  etc.,  des  variables  compo- 
santes, ne  peuvent  entrer  qu'à  la  première  puissance  flans  une  dirté- 
rentielle  exacte  d'ini  ordre  quelconque; 

B.  Les  coefficients    ,    ■>  -r—*  etc.,  de  ces  plus  hautes  dérivées  doivent 

dy„     dz„  »_ 

être  tout  au  plus  du  même  ordre  que  l'intégrale  primitive  ii,  par 
rapport  à  chacune  des  variables  composantes  considérées  séparément. 

Maintenant  on  pourra  résoudre  la  question  suivante  : 

«  Etant  donnée  une  fonction  différentielle  quelconque  w,  trouver 
»  i"  si  elle  est  une  différentielle  exacte;  2"  quel  est  l'ordre  de  cette 
»  différentielle;  3"  enfin,  quelle  est  son  intégrale  primitive.    « 

Pour  cela  : 

1".  On  commencera  par  voir  si  elle  satisfait  à  la  condition  A;  si. 
par  cas ,  il  en  est  ainsi , 

■x°.  On  écrira  cette  fonction  sous  la  forme 

vv  =  L  ^  Hx'  (Pjr,„^,-  +  Q  r,,^,  +  ...), 

et  l'on  chercheia  la  plus  grande  valeur  po.ssible  de  /  qui  permet  de 
satisfaire  à  la  condition  B.  Apres  cela 

3°.  On  cherchera  des  fonctions  P,,  Q, ,  R,,  etc.,  au  moveu  des  uite- 
grales  partielles 

P.=  /'Pr/j,„,    q,=  /'q./^„ 

i/o  c/ll 

le  qui  donnera 

dYm  dz„ 

4".    On    calculera    la    différence    «v  —  r/' (P, -1- Q, -h  .. .) ,    ce    qui 
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donnera  une  nouvelle  fonction  tv,  d'un  ordre  moins  élevé  que  iv,  par 
rapport  à  chacune  des  variables^,  z,  etc.,  et  que  l'on  traitera  de  la 
même  njaniere. 

Si  l'on  parvient  a  épuiser  ainsi  fous  les  termes  de  la  fonction  u-,  on 
finira  jiar  In  réduire  à  la  forme 

u'  =^  d'u,  -+-  (('' u„  -4-  d' u^  -I-..., 

et,  par  suite,  iv  sera  ime  ditférenlielle  es.acte  d'un  ordre  égal  au  plus 
petit  des  nombres  /,  k,  /,  etc.,  et  son  intégrale  primitive  sera  facile  à 
exprimer  au  moyen  des  fonctions  m,  ,  «„,  «3,  etc. 

La  démonstration  du  procédé  est  trop  facile  pour  qu'il  soit  néces- 
saire de  l'ajouter  ici.  Je  crojs  ràéme  que,  dans  les  applications,  il  est 
préférable  de  passer  par  les  intégrales  intermédiaires,  du  moins  tant 
qu  on  ne  sait  pas,  à  priori,  que  la  fonction  donnée  est  une  différen- 
tielle exacte  d'un  ordre  connu. 
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REMARQLIK    SLR    UN    MÉMOlRfc:    1)K    M.    BKKIK\-M) 
Par   m    J-A.    SERRET 


Dans  un  Mémoire  qui  lait  partie  du  xxx*  cahier  du  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique ,  M.  Bertrand  a  démontré  ce  beau  théorème 

Si  une.  jonction  de  n  (juantités  a  moins  de  n  valeurs,  elle  n'en  a  an 
plus  que  deiuc. 

Ce  théorème  avait  été  démontré  auparavant  par  M.  CauchN  poin 
le  cas  de  n  premier  ou  égal  à  6. 

La  démonstration  de  M.  Bertrand  exige  qu'entre  -  et  «  —  2  il  v  ait 

un  nombre  premier  p  :  ce  fait  a  été  vérifié  pour  les  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  7,  jusqu'à  G 000000;  mais  comme  il  n'a  pas  lieu  pour  «  =  6. 
M.  Bertrand  a  cru  sou  raisonnement  en  défaut  pour  ce  cas  particulier. 
Ayant  eu  l'occasion  d'enseigner  cette  théorie  à  la  Faculté  des  Sciences, 

j  ai  reconnu  que  si  -  est  un  nombre  premier,  ou  peut  prendre  p  =  -■ 

sans  que  la  démonstration  éprouve  aucune  modification.  Le_  lenime 
suivant,  sur  lequel  est  fondé  le  théorème  principal,  continue  en  effet 
d'avoir  lieu  : 

Si  une  jonction  de  n  lettres  a  moins  de  n  valeurs,  on  pourra  fornifi 
deux  gmupes,  l  un  de  p  lettres,  l'autre  de  deux  lettres,  tels  que  lu 
Jonction  ne  soit  pas  changée  par  une  pernuitation  circulaire  opérée  sur 
l'un  de  ces  groupes.  ' 

Seulement  ce  lemme  serait  en  défaut  dans  le  cas  où  l'on  prendrait 

/>  =  -  si,  au  lieu  de  ces  mots,  a  moins  de  n  valeurs,  on  mettait  ceux-ci. 

na  pas  plus  de  n   valeurs;    d'où    il    suit    qu'on   ne    peut   plus  liirt' 
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avec  M.   Bertrand ,  dans  le  cas  de  p  ^^  -^  si  une  fonction  de  n  lettres 

a  n  valeurs,  elle  est  symétrique  par  rapport  à  n  —  \  lettres.  Cette 
dernière  assertion  est  la  seule  qui  ne  soit  pas  démontrée  par  la  méthode 

de  M.  Bertrand,  lorsque  entre  «  —  2  et  -  il  n'y  a  pas  de  nombre  pre- 
mier, mais  que  -  est  premier.  On  sait  d'ailleurs  que  cette  assertion  est 
inexacte  pour  les  fonctions  de  six  lettres.  ' 

On  voit,   par  ces  remarques,  que  les  recherches  de  M.  Bertrand 
rendent  inutile  la  démonstration  ingénieuse,  mais  bien  compliquée. 

de  M.  Cauchy  pour  les  fonctions  de  six  lettres,  puisque  -  ou  3  est  un 
nombre  premier. 


i 
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NOTE 

SUR    LES    POLYÈDRES   SYMÉTRIQUES   DE   LA    GÉOMÉTRIE; 
Par    m.    a.    BRAVAIS, 

Professeur  à  I  Ecole  Polytechnique. 


On  dit  que  deux  polyèdres  sont  symétriques,  lorsqu'ils  ont  été 
construits  semblablement  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  d'un 
plan ,  avec  la  condition ,  pour  leurs  sommets  homologues ,  d'être 
également  distants  du  plan,  et  sur  une  même  droite  normale  à  ce 
plan.  (Legendrk,  Géométrie,  liv.  6.) 

Je  nommerai  polyèdres  inverses  deux  polyèdres  dont  les  sommets 
homologues  sont  également  distants  d'un  point  donné  et  situés  sur  une 
même  droite  passant  par  ce  point,  mais  de  côtés  opposés. 

Je  désignerai  par  P  le  premier  polyèdre,  supposé  donné,  et  par  p  son 
inverse.  On  voit  que,  réciproquement,  P  sera  l'inverse  de  p. 

Je  nommerai  pôle  de  sjinétrie  des  deux  polyèdres  le  point  par  lequel 
passent  toutes  les  droites  joignant  deux  à  deux  les  sommets  homo- 
logues des  deux  polyèdres. 

Si  l'on  considère  les  deux  polyèdres  P,  p  comme  formant  un  po- 
lyèdre unique  (P,  p) ,  ce  même  point  sera  dit  centre  de  symétrie  du 
polyèdre  (P,  p). 

Théorkme  L  Lorsque  le  pôle  de  symétrie  du  poljedrc  Jixe  V  se 
déplace,  son  inverse  p  se  change  en  un  nouvel  inverse  p',  et  l'on 
peut  toujours  transporter  p  sur  //  par  un  mouvement  de  translation 
commun  à  tous  les  sommets. 

Soient  C,Jig.  i ,  PI.  I,  le  premier  pôle  de  symétrie  et  C  le  deuxième: 
soit  S  un  sommet  quelconque  du  polyèdre  fixe  P;  soient  s  son  homo- 
logue avant  le  déplacement  de  C,  et  s'  son  homologue  après  ce 
déplacement. 

.  Tome  XIV  —M/ii  1849.  '8 
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De  Cs=GS,  C's'—C'S  on  déduit  ss':=2CG;  de  plus,  ss'  est 

parallèle  à  CC.  Soient  de  même  t,,t'\ès  deux  positions  successive^ 

d'un  aiitre  sommet  du  polyèdre  inverse;  on  aurai^  aussi  «' =  2  CC, 

^  ft'  parallèle  à'CC  Donc,  si  l'on  transporte  le  polyèdre  p  en  le  faisant 

mouvoir,  de  C  vers  C,  parallèlement  ^  CC,  et  d'une  quantité  égale 

.  ^  à  aCC,  il  viendra  coïncider  avec  le  polyèdre  p'.      C.  Q.  F.  D. 

ComlLaive.  11  suit  de  là  qu'un  polyèdre  P  étant  donné,  son  inverse 

est  compléteiaent   déterniiné   quant- à  sa  forme  et  aussi  quant  à  Ig 

direction  de  ses  partiespar  rapport  à  l^jespace  absolu  ;  toutefois  le  lieu 

qu'il  doit  occuper  reste  indéterminé,   et  dépend  de  la  position   du 

"*  pôle  de  symétrie.  „, 

Théorème  II.  Dans  deux  poljèdres  inverses,  les  faces  homologues 
*        ♦  sont  égales  chacune  à  chacune,  et  l'inclinaison  de  deux  faces  adja- 

cejites,  dans  un  de  ces  solides,  est  égale  n  l' inclinaison  des  faces  homo- 
t  logiœs  dans  l'autre. 

Ce  théorème  se  démontrerait,  comme  la  proposition  II  du  liv.  G  de 
Legendre,  en  substituant  des  triangles  opposés  par  le  sommet  aux 
trapèzes  de  même  base  employés  dans  la  démonstration;  mais  on  peut 
l'obtenir  plus  simplement  de  la  manière  suivante  : 

Soit  proposé  de  démontrer  que  les  arêtes ,  angles  plans  et  angles 
«.  dièdres  qui  composent  l'angle  solide  S,  fig.  2,  sont  les  mêmes  que 
leurs  homologues  dans  le  polyèdre  inverse.  Le  choix  du  pôle  de  symé- 
trie étant  arbitraire,  prenons  S  pour  pôle;  prolongeons  les  arêtes  SM  . 
SN,  SP,  SQ,  de  Sm  =  SM,  Sn  =  SN  ,  Sp  =  SP,  S7  =  SQ,  etc.  Les 
deux  angles  solides  opposés  auront  évidemment  leurs  arêtes  égales 
deux  à  deux  p^construction,  leurs  angles  plans  égaux  deux  à  deux 
comme, opposés  pair  le  sommet,  et  leurs  angles  dièdres  pareillement 
égaux  comme  opposés  au  sommet;  or  ces  arêtes,  angles  plans  ou 
angles  dièdres  sont  homologues  dans  le  polyèdre  et  dans  son  inverse. 
La  même  démonstration  peut  s'appliquer  à  tous  les  angles  solides, 
par  conséquent  à  toutes  les  arêtes,  à  tous  les  angles  plans  et  à  toii.s 
les  angles  dièdres  :  donc  les  faces  sont  égales  et  également  inciinée.s 
de  part  et  d'autre.       C.   Q.  F.   D. 

Théorème  III.  Si  l'on  fait  tourn"r  de  deux  angles  divits  le  po- 
lyèdre p  inverse  de  P  autour  d'une  droite  passant  par  le  pôle  de  symé- 
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trie  C .  le  polyèdre  p'  ainsi  obtenu  sera  le  symétrique  de  P  par  rapport 
au  plan  mené  par  C  normalement  à  l'axe  de  rotation. 

Soient  NN',^g.  3,  la  droite  donnée  et  QCQ'  son  plan  normal  j^assant 
par  C;  soient  S  un  sommet  quelconque  du  polyèdre  P,  et  .v  son  homo- 
logue dans  le  polvdre  inverse.   De  s  abaissez  la  perpendiculaire   f/ 

sur  NIS'  et  prolongez-la  en  /,  à  a&e  distance  rs'  =  rs.  Il  est  .visible  yf 

qu'après  un  demi-tour  effectué  autour  de  NN',  ^  viendra  en  s".  Joiirnons  ^"^ 

S  et  s^.  Puisque  l'on"  a  fC  =  CS,  5r=js',  S  s'  sera  parallèle  à  NN',  et. 
par  conséquent,  normale  au  plan  QQ'.  Si  fl  est  le  point  de  rencontre 

de  Si'  avec  le  plan  QQ',  la  droite  CR  sera  normale  à  NN',  et,  par  consé-  '^ 

quent,  parallèle  k  ss'  ;  or  on  a  sC  ^=  CS,  donc  aussi  SR  =  Ri'.  Donc  v'  • 

est  le  sommet  homologue  de  S  dans  le  polyèdre  construit  symétrique- 
ment par  rapport  à  P  au-dessous  du  plan  QQ'.  Il  en  serait  de  même 
pour  tout  autre  sommet  du  polyèdre  P;  donc  une  rotation  de  deux 

angles  droits  autour  de  NN'  amèneça  l'inverse  p  en  coïncidence  avec  le  A 

symétrique  //  de  P  par  rapport  au  plan  QQ'.      C.  Q.  F.  Q.- 

Scolic.  Le  plan  QCQ'  peut  être  appelé  plan  de  symétrie  du 
pblyèdre  (P,  //)  consid^  comme  un  polyèdre  unique. 

Thiîori.mk  IV.  Réciproquement,  le  symétrique  p'  de  P  par  rapport  ■  *^ 

au  plan  quelconque  QQ',  en  tournant  de  deux  droits  autour  d'une 
normale  au  plan,  devient  l Un  (hs  inveises  de  P,  et  le  pale  de  symétrie 

est  situé  au  point  de  rencontre  C  du  plan  et  de  l'axe  de  rotation. 
i- 
Car  si  l'on  construit  l'inverse  p,  en  prenant  C  pour  pôle  de  symé- 
trie, p  et  p'  peuvent  être  amenés  à  coïncidence,  p  sur  p',  ou  p'  sur  p.  . 
par  une  rotation  de  deux  angles  droits  autour  de  NTi'. 

Corollaire  I.   Il   résulte  des  deux    théorèmes  précédents   que  les  '* 

divers  polyèdres  symétriques  de  P  ne  sont  autre  chose,  quant  à  leui 
forme,  que  son  polyèdre  inverse,  et  sont,  quant  à  la  direction  de 
leurs  parties,  les  divers  polyèdres  obtenus  par  des  demi-révohitio)i> 
de  l'inverse  p,  effectuées  autour  d'axes  arbitrairement  choisis. 

Deux  polyèdres  inverses  d'un  polyèdre  dpnné  P  sont  toujours  sem- 
blablement  touiuiés  dans  l'espace.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  deux 
polyèdres  symétriques  de  P ,  à  moins  que  les  deux  plans  de  symétrie 

qui  les  déterminent  ne  soient  parallèles  entre  eux.  • 

18..  ^      . 
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Corollaire  II.  Deux  polyèdres  symétriques  de  P  par  rapport  à  deux 
plans  arbitrairement  choisis  peuvent  toujours  être  superposés;  car  ils 
peuvent  tous  les  deux  être  superposés  à  un  polyèdre  inverse  de  P. 

Théorème  V.  Dans  deux  poljèdres  sjinétriques ,  les  faces  homo- 
logues sont  égales  chacune  à  chacune,  etc.  (Le  reste  comme  au  théo- 
rème II.) 

C'est  la  proposition  II  du  liv.  6  de  Legendre;  elle  devient  évidente, 
puisque  le  symétrique  est  toujours  susceptible  de  coïncider  avec  l'in- 
verse, et  que  l'inverse  jouit,  par  rapport  au  polyèdre  primitif,  des 
propriétés  ici  énoncées,  en  vertu  de  notre  théorème  II. 

Du  reste,  la  démonstration  de  ce  théorème  est  rendue  inutile. 

Théorème  VI.  Deux  angles  solides  opposés  par  le  sommet  sont 
inverses  l'un  de  l'autre. 

En  effet ,  le  sommet  commim  est  leur  pôle  de  symétrie. 

Théorème  VII.  Le  plan  qui  passe  par  deux  arêtes  opposées  d'un 
parallélipipède,  le  divise  en  deux  prismes  inverses,  et  les  angles  solides 
opposés  sont  inverses  l'un  de  l'autre. 

On  démontre  d'abord  que  les  diagonales  seltoupent  au  même  point; 
ce  point  est  donc  le  centre  de  symétrie  du  parallélipipède. 

Si  l'on  considère  alors  les  deux  prismes  comme  deux  polyèdres  dis- 
tincts, le  centre  de  symétrie  devient  un  pôle  de  symétrie;  donc  les 
angles  solides  opposés  sont  inverses  ainsi  que  les  deux  prismes.  (Pro- 
positions V  et  VI  du  liv.  6  de  la  Géométrie  de  Legendre.) 

Théorème  VIII.  Sur  la  sphère,  chaque  poljgone  sphérique  P  a  son 
inverse  p,  dont  les  sommets  sont  diamétralement  opposés  à  ceux  du 
polygone  donné.  Si  Von  fait  tourner  p  de  \So  degrés  autour  d'un  dia- 
mètre de  la  sphère,  le  nouveau  poljgnne  sera  symétrique  du  poljgone  P 
par  rapport  au  plan  iln  grand  cercle  normal  au  diamètre  choisi  pour 
axe  de  rotation. 

Cela  résulte  de  ce  que  le  centre  de  la  sphère  est  pris  pour  pôle  de 
symétrie. 

Réciproquement,  tout  polygone  symétrique  du  polygone  sphé- 
rique P  peut  être  amené  à  coïncider  avec  son  inverse  p  ,  par  une  den)i- 
révolution  autour  du  diamètre  normal  au  plan  de  syniéirie. 
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MÉMOIRE 

'SlTR    LES    POIAÈDRES    DE    FORME    SYMÉTRIQUE: 


Par    m.    a.    BILWAIS, 

Professeur  à  l'Ecole  Polylcchniquf. 


Dans  les  recherches  que  nous  allons  faire  sur  les  polyèdres,  nous 
ferons  abstraction  de  lenrs  faces  et  de  leurs  arêtes  pour  ne  consi- 
dérer que  leurs  sommets,  de  sorte  que  tout  polyèdre  sera  pour  nous 
une  agrégation  de  points  distincts,  de  nombre  limité,  et  distribués 
d'une  certaine  manière  autour  de  leur  centre  de  gravité. 

Définition  I.  Je  nommerai  centre  de  symétrie  d'un  polyèdre,  un 
point  C,fig.  I,  PL  I,  tel,  qu'en  le  joignant  à  un  sommet  quelconque  S 
du  polvtîdre,  et  prolongeant  CS  d'une  quantité  égale  à  elle-aicme,  le 
point  s  ainsi  obtenu  soit  aussi  un  sommet  du  polyèdra;  ce  point  .( 
sera  V /ioniologue  de  S  par  rapport  au  centre  C. 

THÉORfeMK  I.  Dans  tout  polyèdre  limité,  il  ne  peut  exixtei  (juiin 
centre  de  symétrie. 

Cette  proposition  est  évidente. 

Définition  II.  Je  nommerai  axe  de  symétrie  \X\x\\  polyèdre,  inie 
droite  AB,fig.  i,  telle,  qu'en  faisant  tourner  le  polyèdre  d'un  angle  Q 
.lutour  de  AB,  les  nouveaux  lieux  des  sommets  coïncident  avec  le.x 
anciens.  Si,  par  exemple,  cette  rotation  amène  le  sommet  S  en  S'.  S' 
<levra  aussi  être  le  lieu  d'un  sommet  du  polyèdre  ,  et  alors  S,  S'  seront 
dits  homologues  l'un  de  l'autre,  par  rapport  à  l'axe  AB. 

THÉORi:ME  II.  L'angle  (/ui  restitue  les  lieux  des  sommets  d'un 
polyèdre,  dans  sa  rotation  autour  d'un  axe  de  symétrie,  est  toujours 
commensnrable  avec  36o  degrés. 

En  effet,  soit  S',  fig.  i ,  un  homologue  de  S  par  rapport  à  l'axe  .\B. 
par  S.  S'  menez  un  plan  normal  à  AB,  et  qui  coupera  cet  axe  en  cj 
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de  c,  avec  le  rayon  cS,  décrivez  une  circonférence  de  cercle,  sur 
laquelle  vous  prendrez 

arc  S"S' =  arc  SS',     arc  S"'S"  =:  arc  SS',  etc. 

Pendant  que  la  rotation  entraînera  S  de  S  en  S',  le  sommet  S',  partici- 
pant à  ce  mouvement,  viendra  en  S"  qui  devra  être  aussi  le  lieu  d'un 
sommet;  ainsi,  non-seulement  S,  S'  seront  des  sommets  du  polyèdre, 
mais  il  en  sera  de  même  de  S",  et  des  autres  points  S",.--  obtenus  par  la 
même  voie.  En  répétant  ainsi  l'arc  SS',  on  doit,  après  un  ou  plusieurs  ' 
tours,  revenir  au  point  de  dé^partS;  sans  cela  le  nombre  des  sommets 
serait  illimité,  ce  qui  ne  peut  être.  Donc  on  aura,  en  nommant  K  l'angle 
SCS',  /?  et  (^  deux  nombres  entiers,  premiers  entre  eux, 

R  =  ^  36o°. 
1 

Corollaire.  Le  plus  petit  des  angles  de  rotation  capables  de  restituer 

les  lieux  des  sommets  est En  effet,  l'expression  générale  de  ces 

angles  est 

mK-n.36o''=^^?^^:^36o°, 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  ;  or  on  peut  toujours  déterminer  m 
et  n  d'après  la  condition  ^■ 

inp  —  nq  z=  ±  \  ; 
donc,  etc. 

Définition  III.  On  peut  donc  définir  \' aoce  dp  symétrie  une  droite 
telle,  qu'en  faisant  tourner  le  polyèdre  autour  d'elle,  d'une  partie 

aliquote  -   de   36o   degrés,    la   position   apparente   des  sommets  du 

polyèdre  ne  soit  point  troublée.  *• 

Le  dénominateur  q  sera  appelé  le  numéro  d'ordre  de  la  sjmétrie  de 
l'axe.  Si  l'on  39  =  2,  l'axe  sera  dit  axe  de  sjinétipe  du  deuxième 
ordre,  ou  axe  de  symétrie  binaire,  ou,  plus  simplement,  axe  binaire. 
Si  l'on  a  q  =  'i,  4  vi  l'axe  sera  dit  ternaire,  quaternaire,....  Dans  ces 

divers  cas,    il  y  aura  restitution  des  lieux  des  sommets  après  -^  2' 
-7V  de  tour. 
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Dpjinition  IV.  Je  nommerai  plan  de  sjrinétiie  du  polyèdre  un  plan 
VQ,Jig.  I,  tel,  qu'en  abaissant  d'un  somuiet  quelconque  S  une  per- 
pendiculaire Sp  sur  ce  plan,  et  la  prolongeant  d'une  quantité  égale 
à  elle-même,  l'extrémité  1  ainsi  obtenue  soit  aussi  x\i\  sommet  du 
pblyèdre.  Les  sommets  S,  1  seront  hoiiiolo^uespav  rapport  au  plan  PQ. 

Définition  Y.  Nous  pouvons  maintenant  définir  un  polyèdre  dejonne 
symétrique,  ou,  plus  simplement,  un  polyèdre  sy métrique,  celui  qui 
possédera,  soit  un  centre  de  symétrie,  soit  un  ou  plusieurs  axes  de  sv- 
métri^j  soit  un  ou  plusieurs  plans  de  symétrie.  Le  polyèdre  qui  ne 
possédera  ni  centre,  ni  axes,  ni  plans  de  symétrie,  sera  dit  asjinétriqw. 

Le  terme  de  polyèdre  symétrique  est  pris  ici  dans  un  sens  plus 
étendu  que  celui  qu'on  a  coutiune  de  lui  donner  dans  la  géométrie 
élémentaire,  où  l'on  appelle  polyè'res  symétriques  cFeux  polyèdres  dis- 
tincts disposés  symétriquement  par  rapport  à  un  plan;  mais,  pour 
nous,  un  polyèdre  sera  dit  symétrique  lorsqu'il  satisfera  aux  condi- 
tions énoncées  ci-dessus. 

ÏHÉORi;ME  III.  5'//  existe  deux  ou  plusieurs  axes  de  symétrie,  ces 
axes,  et  les  plans  de  symétrie  que  le  polyèdre  pourrait  posséder, 
doivent  tous  se  couper  en  un  même  point. 

Car  le  centre  de  gravité  des  sommets  du  polyèdre,  supposés  égale- 
ment pesants,  devra  évidemment,  par  la  construction  connue  des 
centres  de  gravité,  se  trouver  sur  chacun  des  axes  de  symétrie,  et 
aussi  sur  tous  les  plans  cj^  symétrie  du  polyèdre. 

Déjinitiûn  VI.  Le  point  de  mutuelle  rencontre  des  axes  et  plans  de 
symétrie  du  polyèdre  sera  nommé  centre  d'Jigure  du  polyèdre.  Lors- 
qu'il existe  un  seul  axe  de  symétrie,  lorsque  tous  les  plans  de  sjmé- 
trie  passent  par  cet  axe,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  centre  de  svmétrie,  il 
n'y  a  pas  non  plus  de-centre  de  figure. 

Le  centre  d'un  tétraèdre  régulier  est  un  centre  de  figure,  mais  non 
(le  symétrie,  pour  ce  pol\èdre. 

Déjinition  VIL  Deux  axes  de  symétrie  de  même  ordre  sont  dits 
axes  de  inêine  espèce  lorsque  la  configuration  des  sommets  autour  de 
l'un  est  la  même  qu'autour  de  l'autre.  Pour  constater  cette  simUifudt- 
de  configuration,  on  lie  par  la  pen.sée  les  sommets  du  polvt-dre  à  chacun 
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ries  deux  axes,  et  l'un  de  ces  deux  systèmes  est  supposé  mobile. 
Alors,  si  l'on  peut  faire  coïncider  en  même  temps  l'axe  mobile  avec 
l'axe  fixe,  les  sommets  mobiles  avec  les  sommets  fixes,  les  axes  sont 
(lits  fie  même  espèce  et  directement  semblables.  Si  les  polyèdres  ne 
peuvent  se  superposer  pendant  que  les  axes  coïncident,  s'ils  sont  sim- 
plement homologues  par  rapport  à  un  certain  plan  de  symétrie,  c'est- 
^-dire  symétriques  l'un  de  l'autre,  dans  le  sens  adopté  par  Legïndre 
[Éléments  de  Géométrie),  les  axes  seront  encore  de  même  espèce; 
mais  ils  seront  dits  inversement  semblables. 

Deux  plans  de  symétrie  sont  de  même  espèce  et  directement  sem- 
blables lorsqu'en  faisant  tourner  l'un  d'eux  autour  de  leur  commune 
intersection,  et  permettant  au,  polyèdre  de  participer  à  ce  mouvement, 
la  coïncidence  avec  l'autre  plan  de  symétrie  entraîne  la  restitution  des 
lieux  des  sommets.  Mais  lorsque  l'égalité  par  symétrie  des  géomètres 
remplace  l'égalité  par  coïncidence,  les  plans  de  symétrie  sont  dits 
lie  même  espèce j  mais  inversement  semblables. 

Lorsque  ces  deux  genres  de  similitude  font  défaut,  les  axes  ou  plans 
de  symétrie  sont  dits  d'espèces  différentes. 

Deux  axes  de  même  espèce  sont  nécessairement  de  même  ordre; 
mais  la  récipioque  n'est  pas  nécessairement  vraie. 

Définition  VIII.  Je  nomme  axe  principal  un  axe  de  symétrie  auquel 
tous  les  autres  axes,  s'il  en  existe,  sont  perpendiculaires,  et  auquel 
tous  les  plans  de  symétrie,  s'il  en  existe,  sont  parallèles  ou  normaux, 
pourvu  d'ailleurs  que  l'ordre  de  la  symétrie  de  cet  axe  principal  ne 
soit  pas  inférieur  à  celui  de  la  symétrie  des  autres  axes. 

Lorsqu'il  existe  deux  ou  plusieurs  axes  satisfaisant  à  ces  conditions, 
l'un  d'eux  peut  être  choisi  arbitrairement,  et  considéré  comme  axe 
principal  du  polyèdre. 

Notations.  Pour  représenter  symboliquement  les  diverses  sortes 
de  symétrie  que  les  polyèdres  peuvent  comporter,  j'emploierai  la  lettre 
C  comme  désignant  un  centre  de  symétrie;  oC  indiquera  que  le 
polyèdre  est  privé  d'un  tel  centre. 

Les  lettres  A,  L,  L'  désigneront  des  axes  de  symétrie;  A*,  L^,  L" 
des  axes  binaires,  A',  L',...  des  axes  ternaires,  et  ainsi  de  suite, 
l'indice  supérieur  indiquant  le  numéro  d'ordre  de  la  symétrie.  . 

La  lettre  A  s'appliquera  toujours  à  l'axe  principal. 
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Ces  notations  suffisent  pour  les  axes,  attendu  qu'il  ne  peut  jamais 
en  exister  plus  de  trois  espèces  différentes  dans  un  polyèdre. 

Le  nombre  des  axes  de  même  espèce  sera  indiqué  par  le  coeffi- 
cient qui  précède  la  lettre  symbole  de  ces  axes  :  ainsi  la  notation 
[A",  3L^,  3L'^]  indiquera  un  axe  principal  sénaire  combiné  avec  trois 
axes  binaires  d'une  certaine  espèce,  et  trois  autres  axes  binaires  d'une 
autre  espèce. 

I>es  plans  de  symétrie  seront  désignés  par  les  lettres  H,  P,  P';  on 
affectera  la  lettre  H  au  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal  A, 
les  symboles  P  et  P'  aux  plans  de  symétrie  qui  ne  sont  normaux  à 
aucun  axe  du  polyèdre,  et  les  symboles  P^,  P'*,  P'  aux  plans  de  symé- 
trie normaux  aux  axes  L',  L"',  L'  de  ce  polyt-dre.  Le  nombre  maxi- 
minn  d'espèces  de  ces  plans  ne  dépasse  jamais  trois. 

Le  nombre  des  plans  de  symétrie  de  même  espèce  sera  représenté, 
commfe  poiM-  les  axes,  par  le  coefficient  qui  précède  le  symbole  de  ces 
plans^:  ainsi  [II,  3P-,  3P'-]  signifiera  un  plan  de  symétrie  normal  à 
l'axe  principal,  trois  plans  de  symétrie  de  même  espèce  normaux 
aux  axes  3L^,  et  trois  plans  de  symétrie  d'une  autre  espèce  normaux 
aux  axes  3L'^. 

Définitinn  IX  et  divisions.  Au  point  de  vue  de  leur  symétrie,  les 
polyèdres  peuvent  se  partager  en  quatre  grandes  classes  : 

i".  Polyèdres  asymétriques; 

2°.   Polyèdres  symétriques  dépourvus  d'axes; 

3°.  Polyèdres  symétriques  a  axe  principal;  cette  classe  se  divise 
en  deux ,  polyèdres  à  axe  principal  d'ordre  pair  et  polyèdres  à  axe 
principal  d'ordre  impair; 

4°.  Polyèdres  symétriques  sphéroédriques,  lesquels  possèdent 
un  ou  plusieurs  axes ,  dont  aucun  n'est  un  axe  principal  ;  ils  se  di- 
visent en  deux  groupes,  les  polyèdres  quaterternaires  et  les  polyèdres 
décemternaires,  selon  le  nombre  des  axes  ternaires  qui  leur  sont 
propres. 

§  L  —  Polyèdres  asymétriques. 
Puisque  ces  polyèdres  n'ont  ni  axes,  ni  centre,  ni  plans  de  symé- 

Tonic  XIV.  —  Mai  iS^g  jq 
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trie,  ils  peuvent,  couformément  aux  conventions  précédentes,   être 
représentés  par  le  symbole 

[oL,  oC,  oP]. 

§  II.  —  Polyèdres  symétriques  dépolrvvs  d'axes. 

Théorème  IV.  Dans  tout  polyèdre  possédant  un  plan  de  symétrie 
et  un  centre  de  sjnictrie,  la  droite  menée  par  ce  centre  nonnalenient 
au  plan  est  un  axe  de  symétrie  d ordre  pair. 

Soient  PQjJig.  2,  le  plan  de  symétrie,  C  le  centre,  S  un  sommet 
quelconque  du  polyèdre  j  CaA  la  normale  au  plan.  Par  cette  droite 
et  S  menez  le  plan  ACS  normal  à  PQ,  et  contenant  le  sommet  s 
homologue  de  S  par  rapport  au  centre  C,  ainsi  que  le  sommet  S'  ho- 
mologue de  s  par  rapport  au  plan  PQ.  Si  l'on  joint  S  et  S',^  il  est 
visible  que  la  droite  de  jonction  sera  perpendiculaire  sur  CA ,  et  que 
l'on  aura  aS'  ^  aS.  Donc  la  condition  pour  que  l'axe  AC  soit  lin  axe 
binaire  sera  satisfaite.  L'axe  AC  pourrait  aussi  être  un  axe  quater- 
naire, sénaire,  et,  en  général,  un  axe  d'ordre  iq.  Donc,  etc. 

Théorème  V.  Lorsqu'il  existe  deux  plans  de  sjmétrie  dans  un 
polyèdre,  leur  intersection  est  un  axe  de  sjme'trie. 

Soit  S,Jig.  3,  un  sommet  quelconque  du  polyèdre;  prenez  pour 
plan  de  la  figure  le  plan  mené  par  S  normalement  aux  deux  plans  de 
symétrie  donnés;  soient  CP,  Cp  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  de 
la  figure.  On  obtiendra  l'homologue  5  de  S  par  rapport  au  plan  CP , 
en  faisant,  dans  le  plan  PC/;, 

angle  SCs  =  2  angle  SCP  =  2  angle  sCP ,     Cj  =  CS; 

de  même,  on  aura  l'homologue  S'  de  5  par  rapport  au  plan  Cp,  en 
faisant 

angle  S'C*  =  2  angle  sCp,     CS'  =  Cs  ; 
d'où,  par  soustraction, 

S'CS  =  2PC/>,     CS'=CS. 

En  répétant  sur  le  sommet  S'  la  construction  faite  sur  S ,  on  arrivera 


PURES  ET  APPr.lQUÉES.  147 

de  même  à  un  autre  homologue  S",  pareillement  déterminé   par  les 
équations  polaires 

S"CS'=iVCp,     CS"  =  CS'. 

Si  donc  de  C,  avec  un  rayon  CS,  on  décrit  la  circonférence  SS'S", 
et  si  l'on  porte  un  certain  nombre  de  fois  l'arc  SS'  sur  cette  circonfé- 
rence, les  points  S,  S',  S",  etc.,  formant  un  système  nécessairement 
limité,  seront  les  sommets  d'im  polygone  régulier  inscrit  à  ce  cercle. 
Si  (j  est  le  nombre  de  ces  sommets,  on  voit  qu'à  chaque  point  S  corres- 
pondent q  —  I  autres  points  homologues  de  S  par  rapport  à  la  nor- 
male au  plan  :  cette  normale  sera  donc  un  axe  de  symétrie  dont  le 
numéro  d'ordre  q  dépendra  de  la  valeur  de  l'angle  VCp. 

Corollaire.  L'angle  SCS'  est  nécessairement  de  la  forme 

^  36o% 
1 

p,  q  étant  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux  ,  et,  dans  le  cas  ou 
S,  S'  sont  deux  homologues  aussi  voisins  que  possible,  on  a 

SCS'=^, 
'/ 

d'après  le  corollaire  du  théorème  II. 

THiioRi:ME  VI.  Les  polyèdres  symétriques  dépourvus  d'axes  n'ont 
que  deux  modes  distincts  de  symétrie,  selon  qu'ils  possèdent  un  centre 
ou  un  plan  de  symétrie. 

Car  ils  ne  peuvent  posséder  à  la  fois  un  centre  et  un  plan  de  symé- 
trie, en  vertu  du  théorème  IV,  ni  deux  plans  de  symétrie,  en  vertu  du 
théorème  V.  Les  symboles  de  ces  deux  modes  de  symétrie  seront  dom 

[oL,  C,  oP], 
[oL,  oC,  P]. 

§  III.   —  POLYIDRES    SYMÉTRIQUES    A    AXE    PRINCIPAL. 

Théorème  VII.  Lorsqu'un  polyèdre  possède  deux  plans  de  symétrie 
P,  p,  non  perpendiculaires  entre  eux,  il  en  possède  un  troisième  P' 

IQ.. 
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qui  est  l'homologue  de  P  par  rapport  au  plan  p,  et  de  même  espèce 

que  P. 

Soient  CP,  Cp,Jig.  3,  les  traces  des  deux  plans  P,  p  sur  un  plan 
normal  à  leur  commune  intersection,  et  soit  s'  un  sommet  situé  sur 
ce  dernier  plan.  Soit,  de  plus,  CP'  la  trace  du  plan  P'  homologue 
(le  P  par  rapport  au  plan  intermédiaire  Cp.  Le  sommet  s'  aura  un 
homologue  en  S  par  rapport  à  C/?,  et  S  un  homologue  en  s  de  l'autre 
côté  de  CP  :  de  même,  s  aura  un  homologue  en  S'  par  rapport  au 
plan  Cp;  il  est  facile  de  voir  que  S'  sera  l'homologue  de  s"  par  rapport 
au  plan  CP'  :  ainsi  à  chaque  sommet  correspond  un  autre  sommet  qui 
est  son  homologue  par  rapport  à  ce  dernier  plan  ;  donc  P'  est  aussi  un 
plan  de  symétrie,  et  l'on  voit  qu'il  est  de  même  espèce  que  P. 

TnÉORÈsiE  VIII.  Lorsqu'un  polyèdre  possède  un  plan  de  sjmétrie  P. 
et  un  axe  de  symétrie  L  oblique  à  ce  plan,  la  droite  L'  homologue 
de  L  par  rapport  au  plan  est  aussi  un  axe  de  sjmétrie. 

Car  soit  S ,  Jig.  l\ ,  un  sommet  quelconque ,  ayant  un  homologue 
en  s  par  rapport  au  plan  P,  et  soient  s,  s\  s",  etc.,  le  système  des 
homologues  de  s  par  rapport  à  l'axe  L;  soient  S,  S',  S",  etc.,  les 
homologues  de  s,  s',  s",  etc.,  par  rapport  au  plan  P.  La  configura- 
tion de  S,  S',  S",  etc.,  autour  de  L'  sera  la  même  que  celle  de  s,  s', 
s",  etc.,  autour  de  L;  donc  L'  est  aussi  un  axe  de  symétrie,  et  de 
même  espèce  que  L. 

Corollaire.  Toiit  plan  de  symétrie  entraine  la  reproduction  sur  le 
coté  opposé  de  ce  plan,  non-seulement  de  chaque  sommet,  mais 
aussi  de  chaque  plan  ou  axe  de  symétrie  du  polyèdre.  Les  plans  et 
axes  ainsi  reproduits  sont  de  même  espèce  que  les  primitifs,  et  inver- 
sement semblables  à  ces  derniers. 

Théorème  IX.  Dans  tout  poljèdre  possédant  un  axe  L  d'ordre  q, 
à  tout  plan  de  sjmétrie  oblique  à  t'axe  correspondent  q  —  i  autres 
plans  de  sjmétrie  de  même  espèce. 

O  théorème  se  démontrerait  comme  les  théorèmes  VU  et  \TII. 

On  peut  aussi  se  borner  à  remarquer  que,  pendant  la  rotation  du 
polyèdre  autour  de  l'axe  L',  le  plan  de  symétrie  peut  être  consi- 
déré comme  participant  à  cette  rotation;  or,  pendant  qu'elle  s'ef- 
fectue, ce  plan  ne  cesse  pas  d'être  im  plan  de  symétrie  par  rapport  an 
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poljedre  qui  participe  à  son  mouvement;  il  en  sera  donc  encore  de 

,        ,               ,              .                        .                   ,                  I   ■       I    36o" 
même  lorsque  la  rotation  aura  attemt  une  valeur  angulaire  de 

Théorème  X.  Dans  tout  polyèdre  possédant  un  axe  L  d'ordre  (j,  à 
tout  axe  de  symétrie  U  oblique  sur  le  précédent  correspondent  q  —  r 
autres  axes  de  même  ordre  et  de  même  espèce  (pie  l'axe  L'. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  le  précédent;  lorsque  le  polyèdre 

tourne  de  autour  de  IJ,  l'axe  1/  ne  cesse  pas  d'être  un  axe  de 

symétrie  du  polyèdre  mobile. 

Corollaire.  Tout  axe  de  symétrie  d'ordre  cj  nécessite  la  coexistence 
de  tous  les  axes  ou  plans  de  symétrie  qui  sont  les  homologues  d'un 
axe  ou  d'mi  plan  donné,  par  rapport  à  l'axe  d'ordre  q.  Les  plans  ou 
axes  homologues  ainsi  obtenus  sont  de  même  espèce  et  directement 
semblables  entre  eux. 

Théorkme  XI.  Lorsqu'il  existe  un  nombre  total  q  de  plans  de 
symétrie  se  coupant  suivant  une  même  droite,  cette  droite  est  un  axe 
de  symétrie  dont  le  numéro  d'ordre  est  q  ou  un  de  ses  multiples. 

F^es  angles  dièdres  de  ces  plans  sont  nécessairement  égaux  entre  eux; 
sans  cela  ces  plans  se  reproduiraient  symétriquement  l'un  par  rapport 
à  l'autre  (théorème  VII),  et  leur  nombre  total  serait  supérieur  à  </. 

Soient  donc  CPA  et  CpA,Jîg.  5,  deux  plans  de  symétrie  voisins: 
on  aura  évidemment 

PLw  = 

Or,  le  point  g  étant  l'homologue  de  S  par  rapport  au  plan  PCA  ,  et  S' 
l'homologue  de  <7  par  rapport  au  plan  pCA,  la  rotation  qui  amènera 
S  en  S',  en  faisant  tourner  le  polyèdre  autour  de  CA,  sera ,  d'après  la 
démonstration  du  théorème  V, 

PCP'=2PC«=^-^". 

Donc  l'ordre  de  symétrie  de  Taxe  CA  sera  q  ,  ou  l'un  de  ses  multiples. 

Théorème  XII.  Lorsqu'il  existe  deux  axes  de  symétrie  binaires,  la 
normale  à  leur  plan,  menée  par  leur  pnint  d'intersection,  est  un  axe 
lie  symétrie  du  polyèdre. 
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Soient  CP,  Cp,Jig.  3,  les  deux  axes  binaires,  et  S  un  sommet  du 
polyèdre  ;  je  supposerai  que  S  soit  situé  à  une  hauteur  A  au-dessus  du 
plan  PC/?  qui  est  le  plan  de  la  figure,  et  qu'il  se  projette  orthogona- 
lement  en  S  :  l'homologue  de  S  par  rapport  à  l'axe  CP  sera  le  point  j 
situé  à  une  distance  A  au-dessous  du  plan  de  la  figure,  et  l'on  aura, 
entre  les  projections  S  et  j  ,  les  relations 

angle  SC^  =  2  angle  SCP,     C^  =  CS: 

de  même  on  obtiendra  l'homologue  S'  de  s  par  rapport  à  l'axe  Cp,  en 
posant 

angle  S'Cj  =  2  angle  iCP,     CS' =  Ci  , 

et  le  point  S'  sera  à  une  hauteur  A  au-dessus  du  plan  de  la  figure  ;  donc 
S'CS  =  iVCp,     CS'  =  CS. 

En  répétant  les  mêmes  opérations  sur  S',  on  atteindra  de  même  S", 
puis  S  ;  tous  ces  points  formeront  les  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier inscrit  au  cercle  de  rayon  CS,  et  seront  les  homologues  de  S  par 
rapport  à  la  normale  au  plan.  Donc  cette  normale  sera  un  axe  de 
symétrie  dont  le  numéro  d'ordre  9  dépendra  de  la  valeur  de  l'angle 
FCp. 

Théorème  XIII.  Lorsqu'il  existe  un  nombre  total  q  d'axes  binaires 
répartis  sur  un  plan,  la  normale  au  plan  est  un  axe  de  symétrie  dont 
le  numéro  d'ordre  est  q  ou  un  multiple  de  q. 

Les  angles  de  ces  axes  sont  nécessairement  éajaux  entre  eux  ;  sans 
cela,  ces  axes  se  reproduiraient  l'un  l'autre,  dans  le  même  plan  (théo- 
rème X ,  corollaire) ,  et  leur  nombre  total  serait  supérieur  au  nombre  q. 

Soient  donc  CP,  Cp  deux  axes  binaires  voisins ,  fig.  5  ,  et  CA  la  nor- 
male à  leur  plan  ;  on  aura  évidemment 

Or,  si  s  est  l'homologue  de  S  par  rapport  à  l'axe  CP,  et  S'  l'homologue 
de  s  par  rapport  à  l'axe  Cp,  la  rotation  qui  amènera  S  en  S',  en 
faisant  tourner  le  polyèdre  autour  de  CA ,  sera  ,  d'après  la  démonstra- 
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tion  du  théorème  précédent, 

angle  PCP'  =  2  ?Cp  =  —  -, 

donc  la  droite  CA  sera  un  axe  de  symétrie  d'oiflre  égal  à  </  on  à  1111 
multiple  de  q. 

TnÉORÈME  XIV.  Lorsqu'il  existe  trois  axes  quaternaires  rectan- 
gulaires entre  eux,  il  existe  en  même  temps  quatre  axes  ternaires 
"extérieurs  aux  plans  qui  joignent  deux  à  deux  les  axes  quaternaires. 

Soient  OA,  OB,  OC,  fig.  6,  les  trois  axes  quaternaires  se  coupant 
au  centre  de  figure  O  du  polyèdre.  Faisons  faire  au  polyèdre  un  quart 
de  tour  autour  de  OA  et  de  B  vers  C;  le  lieu  apparent  des  sommets 
restera  le  même,  et  l'axe  OB  viendra  en  OC.  Faisons  faire  au  polyèdre 
un  second  quart  de  tour,  autour  de  la  verticale  OC,  de  A  vers  B;  le 
lieu  apparent  des  sommets  restera  encore  le  même;  l'axe  OB  restera 
en  OC,  et  Taxe  OA  viendra  en  OB.  Le  résultat  de  cette  double  rota- 
tion sera  donc  de  transporter  le  système  des  axes  OA,  OB.  fixes  avec 
le  polyèdre  et  mobiles  avec  lui,  sur  le  système  des  droites  fixes  OB,  OC. 
Or  il  est  visible  que  ce  transport  équivaut  à  une  rotation  unique  de 
1 20  degrés  autour  de  la  droite  OD  qui  joint  le  centre  de  figure  O 
au  centre  D  du  triangle  sphérique  trirectangle  ABC.  D'où  Ton  voit 
que  la  ligne  OD  est  un  axe  ternaire  i.\n  polyèdre,  et  comme  il  existe 
huit  triangles  trirectangles  à  centres  opposés  deux  à  deux ,  ces  axes 
ternaires  seront  au  nombre  de  quatre,  tous  extérieurs  aux  plans 
AOB,  AOC,  BOC. 

Corollaire.  Un  polyèdre  à  trois  axes  quaternaires  rectangulaires  ne 
possède  pas  d'axe  principal;  car,  dans  tout  polyèdre  pourvu  dun  axe 
principal,  si  l'on  prend  trois  axes  quelconques  J^,  L',  L"  non  situés 
dans  le  même  plan ,  deux  au  moins  des  trois  angles  qu'ils  com- 
prennent doivent ,  d'après  la  définition  de  l'axe  principal ,  être  égaux 
à  90  degrés.  Or,  cette  condition  n  est  pas  satisfaite  par  le  système  des 
trois  axes  OA  ,  OB  ,  OD. 

Théorèsik  XV.  Dans  tout  polyèdre  possédant  un  axe  principal  A.i . 
s'il  existe  un  second  axe  de  .<!jmétrie,  cet  axe,  nécessairement  situé 
dans  un  plan  normal  à  A',  aura  une  symétrie  simplement  binaire. 
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Soient  CA.Jig.  7,  l'axe  A',  et  CL  le  second  axe,  x  étant  le  numéro 
(Tordre  inconnu  de  sa  symétrie;  il  est  clair  que  cet  axe  sera  situé 
dans  un  jjlan  normal  à  A',  et  je  dis,  de  plus,  que  l'on  aura  j:  =  a. 

En  effet,  d'après  la  définition  de  l'axe  principal,  les  axes  homo- 
logues de  A'  par  rapport  à  L"^  (théorème  X,  corollaire)  doivent  être 
normaux  à  A',  ou  coïncider  avec  lui.  Ainsi,  on  ne  peut  faire  que 
les  suppositions  x^^,  x  ^^  l\,  correspondant,  la  première  au  cas' 
d'un  demi-tour  autour  de  L-^,  la  deuxième  au  cas  d'un  quart  de  tour. 
Si  a- =  4»  l'axe  CL  sera  quaternaire,  et  l'axe  CA  se  reprt)duira 
en  CL',  qui  sera  un  axe  de  même  espèce  que  lui  (théorème  X),  et 
situé  dans  le  plan  normal  à  CA,  passant  par  C;  CL'  sera  donc  aussi 
un  axe  d'ordre  q,  et  pour  que  les  axes  homologues  de  l'axe  CL  par 
rapport  à  CL'  ne  sortent  pas  du  plan  LCL',  comme  l'exige  la  définition 
de  l'axe  principal ,  il  faudra  que  l'on  ait  (jf  =  4  ou  ^  =  2. 

Le  cas  ç  =  4  correspond  au  cas  de  trois  axes  quaternaires  rectan- 
gulaires, et  doit  être  rejeté;  car  il  n'y  a  pas  alors  d'axe  principal 
(théorème  XIV,  corollaire). 

Dans  le  cas  ^  =  2  ,  l'axe  CL  sera  le  véritable  axe  principal.  En  effet, 
il  est  facile  de  voir  qu  il  ne  peut  y  avoir  de  plan  de  symétrie  passant 
par  CA  et  oblique  à  CL;  car  son  premier  homologue  par  rapport  à 
l'axe  quaternaire  CL  ne  serait  ni  normal  ni  parallèle  à  CA,  et  cela 
serait  contraire  à  la  supposition  que  CA  est  un  axe  principal  :  donc 
rien  ne  s'oppose  à  ce  que  l'on  considère  CL  comme  axe  principal ,  et 
l'on  doit  le  faire ,  puisque  l'ordre  de  sa  symétrie  est  plus  élevé  que 
l'ordre  de  la  symétrie  de  CA.  Donc,  si  CA  est  réellement  un  axe 
principal ,  on  ne  peut  jamais  avoir  jt  =  4- 

11  ne  reste  que  la  supposition  a=  2  ;  donc  le  deuxième  axe  de 
symétrie  sera  un  axe  simplement  binaire. 

Théorème  XVI.  Dans  tout  poljèdre  à  axe  principal,  les  q  axes 
hinaires  situés  dans  le  plan  normal  à  cet  axe  sont  également  inclinés, 
chacun  sur  son  voisin,  et  sont  de  même  espèce  de  deux  en  deux. 

Car  soient  CP,  Cp,Jig.  3>  deux  axes  binaires  voisins;  l'axe  binaire 
Cp  forcera  l'axe  CP  à  se  reproduire  du  côté  opposé  en  CP'  (théo- 
rème X,  corollaire);  CP'  entraine  a  son  tour  l'existence  de  l'axe  Cp'. 
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Rt  ainsi  de  suite  :  d'où  l'on  voit  que  les  q  angles  PC/j,  /»CP',  P'C^',  etc.. 

doivent  être  égaux  entre  eux  et  à 

Les  axes  CP  et  CP'  sont  de  même  espèce  et  directement  semblables 
par  rapport  à  l'axe  intermédiaire  Q-p;  de  même  Cp  et  C/>'  sont  de 
même  espèce  entre  eux  et  directement  semblables  par  rapport  à  l'axe 
CP';  donc,  etc. 

Théorème  XVIL  Les  polyèdres  qui  possèdent  un  are  A',  q  plans 
rie  symétrie  passant  par  cet  axe ,  et  le  plan  de  symétrie  W  normal  à 
l'axe  principal ,  possèdent  aussi  q  axes  binaires,  aux  intersections  de 
ces  q  plans  avec  le  plan  II. 

La  rencontre  de  deux  plans  de  symétrie  est  toujours  un  axe  de 
symétrie  (théorème  V);  or,  cet  axe  ne  peut  être  que  binaire  (théo- 
rème XV);  donc,  etc. 

On  peut  aussi,  pour  démontrer  ce  théorème,  recourir  à  \a  Jig.  5  , 
ou  CPQ  est  l'un  des  q  plans  passant  par  l'axe  A',  et  CPP'  le  plan  II. 

Soit  2  l'homologue  du  sommet  S  par  rapport  au  plan  H;  soit  s  l'ho- 
mologue de  1  par  rapport  au  plan  CPQ  :  il  est  visible  que  S  et  .y  sont 
homologues  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  CP.  qui  est  ainsi  un  axe 
binaire  du  polyèdre. 

TnÉORiaiE  XVIII.  Les  polyèdres  qui  ont  un  axe  A',  q  axes  binaires 
normaux  à  A*,  et  le  plan  de  symétrie  U  normal  à  A',  ont  aussi  q  plans 
de  symétrie  passant  par  l'axe  A''  et  par  c/iacun  des  axes  binaires. 

Soit  CPj^g:.  5,  l'un  des  axes  binaires;  soit  CPP'  le  plan  II  normal  h 
l'axe  principal  CA.  Le  sommet  S  aura  un  homologue  en  s,  de  l'autre 
côté  de  l'axe  binaire  CP;  le  sommet  s  aura  un  homologue  en  c,  de 
l'autre  côté  du  plan  II  :  les  points  S  et  o-  seront  homologues  l'un  de 
l'autre  par  rapport  au  plan  CPQ;  donc  ce  dernier  plan  sera  l'un  des 
plans  de  symétrie  du  polyèdre. 

Théoricme  XIX.  Les  polyèdres  qui  possèdent  un  axe  principal  A*, 
q  plans  de  symétrie  passant  par  cet  axe,  et  un  centre  de  symétrie, 
possèdent  aussi  q  axes  binaires  menés  par  le  centre  normalement  n 
chacun  de  ces  plans. 

C'est  une  conséquence  des  théorèmes  IV  et  XV. 

■»  • 

Théorème  XX.  Les  polyèdres  qui  possèdent  un  axe  A',    q  axes 
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hinaires  normaux  à  A',  et  un  centre  de  sjmétrie,  possèdent  aussi 
cj  plans  de  sjmétrie  normaux  à  ces  axes  binaires. 

Cela  résulte  du  théorème  XXI  que  nous  allons  démontrer. 

Cas  des  polyèdres  à  axe  principal  d'ordre  pair. 

Théorème  XXI.  Tout  poljèdre  possédant  un  axe  d'ordre  pidr  et  un 
centre  de  sjmétrie,  possède  un  plan  de  sjmétrie  passant  par  le  centre 
et  normal  à  cet  axe. 

Soit  CA,^g.  3 ,  l'axe  de  symétrie  d'ordre  iij;  soient  C  le  centre  de 
symétrie,  et  PQ  le  plan  normal  à  CA.  Le  sommet  S  a  ^q  —  i  homo- 
logues par  rapport  à  l'axe  CA  ;  si  donc  l'on  abaisse  la  normale  Sa  sur 
tjA,  et  si  on  la  prolonge  de  flS'  =  aS,  S'  sera  l'iui  de  ces  homologues. 
Joignant  S'  au  centre  C,  prolongeant  et  faisant  cl  =  cS',  on  obtient 
le  sommet  1  homologue  de  S'  par  rapport  au  centre  C  :  évidemment 
S  et  2  sont  homologues  par  rapport  au  plan  PQ;  donc  ce  plan  est 
un  plan  de  symétrie  du  polyèdre. 

Théorème  XXII.  Tout  poljèdre  possédant  un  axe  d'ordre  pair  et  un 
.plan  de  sjmétrie  normal  à  cet  axe,  possède  un  centre  de  sjmétrie 
situé  à  la  rencontre  de  l'axe  et  du  plan. 

Soit  S',  fig.  1 ,  l'homologue  opposé  au  sommet  S  par  rapport  à 
Taxe  CA  ;  soit  ,?  Thomologue  de  S'  par  rapport  au  plan  PQ  normal  à 
l'axe  CA  :  les  deux  sommets  S  et  j  seront  homologues  relativement  au 
point  C  où  l'axe  coupe  le  plan  ;  ce  point  sera  donc  un  centre  de 
symétrie  du  polyèdre. 

Théorème  XXIIl.  Tout  polyèdre  possédant  un  axe  d'ordre  pair,  et 
un  plan  de  sjmétrie  passant  par  cet  axe,  possède  un  second  plan  de 
sjmétrie  passant  par  l'axe  et  normal  au  plan  précédent. 

Soient  CA,  fig.  7,  Taxe  d'ordre  pair,  LCA  le  plan  de  symétrie  donné, 
S  un  sommet  du  polyèdre,  S'  son  homologue  de  l'autre  côté  de  CA, 
.t'  l'homologue  de  S'  par  rapport  au  plan  LCA  :  S  et  s'  seront  hotno- 
logues  par  rapport  au  plan  A  CL'  passant  par  CA  et  normal  au 
précédent;  donc,  etc. 

Théorème  XXIV.  Dans  tout  poljèdre  possédant  un  axe  L^',  //Y 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  iS'i 

•existe  des  axes  binaires  normaux  à  L'',  leur  nombre  total  est  pgal 
à  aq,  savoir  :  q  axes  d'une  première  espèce,  et  q  axes  d'une  seconde 
espèce,  alternant  avec  les  précédents. 

Soit  CV,fig.  5,  un  axe  binaire  normal  à  l'axe  CA  d'ordre  ur/;  soil 
menée,  dans  le  plan  PCP'  normal  à  CA,  la  droite  CP'  faisant  avec  CP 
l'angle 

PCP'  =  ^^  =  i^  : 

la  droite  CP'  sera  un  axe  binaire  de  même,  espèce  que  CP,  à  cause  de 
la  symétrie  propre  à  l'axe  CA  (théorème  X,  corollaire  .  Le  nombre  des 
axes  ainsi  obtenus  sera  égal  à  q;  chacun  d'eux  peut  être  considère 
comme  dérivant  de  CP  par  des  rotations  égales  à 

180°  180-  ,  180" 

O",       5         2 .....         ,,_!___: 

1  1  '9 

les  axes  correspondants  aux  rotations 

i8o">       ,  ,  180"  ,  .  180° 

9  —  '     1?  +  ')— '•••'     (29-')—' 

coïncident  avec  les  précédents. 

Si  maintenant  on  partage  PCP'  en  deux  parties  égales  par  la  bissec- 
trice C/j,  C/>  sera  aussi  un  axe  binaire.  Car  soit  s  l'homologue  de  S  par 
rapport  à  CP;  soit  s'  l'homologue  de  s  par  rapport  à  l'axe  CA,  l'angle 
de  rotation  qui  amené  s  en  s'  étant 

360° 

£^  =  PCP': 

les  sommets  S,  s'  seront  homologues  par  rapport  à  ^.p  considéré 
comme  étant  un  axe  binaire  :  ces  q  droites  bissectrices  seront  ainsi  des 
axes  binaires,  mais  d'une  autre  espèce. 

Il  y  aura  donc  iq  axes  binaires,  et  leur  nombre  ne  peut  être  plus 
considérable;  car.  s'il  existait  Q  axes  binaires,  Q  étant  supérieur  à  iq. 
l'ordre  de  la  symétrie  de  l'axe  normal  à  lein-  plan  serait  Q  ou  /«Q 
'  théorème  XUl),  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  de  l'énoncé. 

Corollaire  L  Le  nombre  des  axes  binaires  normaux  à  un  axe  priii 
cipal  A*'  sera  toujours  égal  à  o  ou  à  2^. 

20.. 


i56  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Corollaire  II.  Les  axes  binaires  normaux  à  A''  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  deux  à  deux. 

Théorème  XXV.  Dans  tout  polyèdre  possédant  un  axe  L^',  s'il 
existe  des  plans  de  symétrie  passant  par  cet  axe,  leur  nombre  total 
sera  iq,  dont  q  dune  espèce,  et  q  d'une  autre  espèce,  alternant  avec 
les  précédents. 

Soient  ACP,  kC?',Jig.  5,  deux  plans  de  symétrie  faisant  entre  eux 
l'angle 

PCP'=  36o°_  i8o° 

2q  q 

Le  système  de  ces  plans  se  composera  de  q  plans  de  symétrie ,  de 
même  espèce  et  directement  semblables  entre  eux.  De  plus,  les  plans 
intermédiaires  qui  partagent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres 
(ACP,  ACP')  sont  aussi  des  plans  de  symétrie.  Car  soit  AC;?  un  de  ces 
plans  intermédiaires;  prenez  a  homologue  d'un  sommet  donné  S  par 
rapport  au  plan  ACP,  et  soit  q'  l'homologue  de  c  par  rapport  à  CA, 
l'angle  de  rotation  qui  amène  C7  en  o-'  étant 

^  =  PCP': 

1q 

il  est  clair  que  S  et  a'  seront  symétriquement  placés  par  rapport  au 
plan  AC/)  :  donc  ce  plan  est  un  plan  de  symétrie ,  et  il  en  existe  en  tout  q 
d'une  autre  espèce  que  ACP,  et  tous  directement  semblables  à  AC/>. 

Il  existe  donc  iq  plans  de  symétrie  passant  par  L"',  et  leur  nombre 
ne  peut  être  plus  considérable  ;  car  s'il  était  égal  à  Q  >  2^ ,  l'ordre  de  la 
symétrie  de  l'axe  placé  à  leur  commune  rencontre  serait  Q  ou  mQ 
(théorème  XI),  ce  qui  ne  peut  être. 

Corollaire  I.  Le  nombre  des  plans  de  symétrie  passant  par  un  axe 
principal  A-'  est  toujours  o  ou  iq,  et  ne  peut  être  supérieur  à  ce  der- 
nier nombre. 

Corollaire  II.  Ces  plans  de  symétrie  sont  perpendiculaires  deux  à 
deux. 

Théorème  XXVI.  Les  polyèdres  à  axe  principal  A=*,  qui  ne  pos- 
sèdent ni  plans  de  symétrie  passant  par  cet  axe,  ni  axes  binaires,  ont 
deux  modes  distincts  de  symétrie,  selon  que  le  plan  normal  à  l'axe 
principal  est  ou  n'est  pas  un  plan  de  symétrie. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^       i5'j 

Le  nombre  des  axes  de  symétrie  est  fixé  par  l'énoncé  du  théorème; 
il  en  est  de  même  de  celui  des  plans  de  symétrie  ,  du  moment  que  l'on 
sait  si  le  plan  normal  à  l'axe  principal  est  ou  n'est  pas  un  plan  de  sy- 
métrie. Quant  à  la  présence  du  centre  de  symétrie,  elle  est  subordonnée 
à  celle  du  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal  (théorèmes  XXI 
et  XXII). 

Les  symboles  de  ces  deux  modes  de  symétrie  seront  donc 

[A"»,  oL»,  oC,  oP], 

[A"',  oL',  c,  n]. 

Théorème  XXVÏI.  Les  polyèdres  à  axe  principal  A^^,  qui  possèdent 
isolément,  soit  les  iq  plans  de  sj  met  rie,  soit  les  29  axes  binaires,  com- 
patibles avec  cet  axe  principal,  ne  peuvent  avoir  ni  plan  de  sjmétrie 
normal  à  l 'axe  principal,  ni  centre  de  symétrie. 

C'est  une  conséquence  évidente  des  théorèmes  XVII,  XVIIl,  XIX 
et  XX. 

Le  groupe  de  polyèdres  auquel  se  rapporte  l'énoncé  du  théo- 
rème actuel  se  décompose  en  deux  classes  à  symétrie  distincte,  selon 
que  les  plans  de  symétrie  ou  les  axes  binaires  font  défaut;  les  axes 
binaires  étant  de  deux  espèces  différentes  (théorème  XXII),  nous  repré- 
senterons ceux  d'une  première  espèce  par  L-,  ceux  d'une  deuxième 
espèce  par  L'^.  De  même  pour  les  plans  de  symétrie;  ceux  d'une  espèce 
seront  désignés  par  P,  ceux  de  l'autre  espèce  par  P'.  On  aura  ainsi, 
pour  représenter  les  deux  classes  de  polyèdres,  les  symboles 

[A"*,  qU,  qL'\  oC,   oPJ, 
[A^v,   oL^   oC,  qP,  qV'l 

Théorème  XXVIII.  Dans  les  polyèdres  possédant  l'axe  princi- 
pal iV,  iq  axes  binaires  et  iq  plans  de  symétrie  passant  par  l'axe 
principal,  les  axes  binaires  peuvent  être  situés  sur  les  plans  de  symé- 
trie, ou  bien  alterner  avec  eux,  c'est-à-dire  coïncider  avec  les  bissec- 
trices de  leurs  angles  dièdres;  ce  qui  donne,  pour  ce  cas  particulier, 
deux  modes  distincts  de  symétrie. 

Pour  toute  autre  position  relative,  les  axes  binaires,  en  reprodui- 
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saut  par  des  rotations  de  i8o  degrés  les  iq  plans  de  symétrie  ( théo- 
rème X,  corollaire),  feraient  doubler  le  nondire  de  ces  derniers; 
et,  de  même,  les  axes  binaires  se  répétant  dans  des  positions  homo- 
logues de  l'autre  côté  des  plans  (théorème  VIII,  corollaire),  double- 
raient aussi  en  nombre;  ce  qui  est  contraire  aux  corollaires  des  théo- 
rèmes XXIV  et  XXV  :  donc ,  etc. 

Théorème  XXIX.  Dans  les  polyèdres  à  axe  principal  A-*,  lorsque 
les  plans  de  symétrie  contiennent  les  axes  binaires,  il  existe  un  plan 
dr  symétrie  normal  à  l'cixe  principal,  et  un  centre  de  symétrie. 

Soit  CA,  Jig.  5  ,  l'axe  principal  ;  soient  CP  l'un  des  axes  binaires,  et 
ACPQ  le  plan  de  symétrie  qui  contient  cet  axe.  Le  sommet  S  aura  son 
homologue  en  s  par  rapport  k-  l'axe  binaire  CP  ;  s  aura  son  homologue 
en  2  par  rapport  au  plan  ACPQ.  La  disposition  relative  de  S  et  2  in- 
dique que  le  plan  PCP',  normal  à  CA  et  au  plan  CAP,  est  un  plan  de 
symétrie  du  polyèdre ,  par  rapport  auquel  S  et  2  sont  deux  sommets 
homologués  :  donc  il  existera  un  plan  de  symétrie  normal  à  A*', 
lequel  entraine  à  son  tour  l'existence  d'un  centre  de  symétrie  (théo- 
rème XXII). 

Théorème  XXX.  Dans  les  polyèdres  à  axe  principal  A^',  lorsque 
les  plans  de  symétrie  alternent  avec  les  axes  binaires,  ceux-ci  sont 
tous  de  même  espèce,  mais  inversement  semblables  chacun  avec  son 
voisin  ;  il  n  existe  alors  ni  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe,  ni  centre 
.il--  symétrie. 

S'il  existait  un  plan  de  symétrie  normal  à  Taxe ,  ses  intersections 
avec  les  plans  de  symétrie  seraient  des  axes  binaires  (théorème  XVII) , 
ce  qui  est  contraire  à  l'énoncé  de  notre  théorème  ;  donc  il  n'existe  ni 
plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal ,  ni  centre  de  symétrie 
:  théorème  XXI). 

Les  axes  binaires  voisins  Lq/o,  L,  /,  ,Jig-  8  ,  sont  inversement  sem- 
blables, comme  homologues  par  rapport  au  plan  de  symétrie  inter- 
médiaire qui  passe  par  l'axe  principal  et  par  PoC/Jq. 

La  similitude  inverse  n'exclut  pas  nécessairement ,  dans  le  cas 
général,  la  similitude  directe;  mais,  dans  le  cas  présent,  il  est  facile 
de  s'assurer  que  Lq  /g,  L,  /,  ne  peuvent  jamais  être  directement  sem- 
blables; car  la  rotation  qui  amènerait  la  coïncidence  caractéristique  de 
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la  similitude  directe  iie  peut  évidemmeiit  s'effectuer  qu'autour  de 
l'axe  principal,  autour  de  la  bissectrice  p^CPo,  ou  enfin  autour  de 
la  deuxième  bissectrice  p^C]?3,  normale  à  la  préct'dente.  Comme  ii 
existe  iq  ax.es  binaires,  on  a 

Si  CL„,  CL,  étaient  directement  semblables  par  rapport  à  l'axe  |)riii- 

cipal ,  la  rotation  qui  restitue  les  lieux  des  sommets  étant  -j — ?  l'ordre 

de  la  symétrie  de  l'axe  principal  serait  4?^  ce  qui  ne  peut  être.  De 
même  CLu ,  CL,  ne  peuvent  être  directement  semblables  par  rap- 
port à  CPo,  puisque  CPo  n'est  point  im  axe  binaire;  La  normale  à  CP„, 
ou  CP3 ,  n'est  pas  non  plus  un  axe  binaire,  puisque  l'on  a 

90"  =  7  X  PoCP,, 

et  qu  ainsi  cette  normale  est  une  droite  du  groupe  CPy ,  CP, ,  CP^. 
Donc  les  axes  binaires  voisins  sont  inversement  semblables,  sans 
aucune  possibilité  de  superposition. 

La  Ji^.  8  offre  la  disposition  des  sommets  bomologues  pour  le  cas 
2<y  =  6.  Le  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal  est  pris  pour 
plan  de  la  figure.  Les  ronds  noirs  indiquent  les  sommets  situés  au- 
dessous  de  ce  plan;  les  ronds  à  centre  blanc  ^  les  sommets  situés  au- 
dessus  du  même  plan.  ,jv^- 

En  exprimant  les  symboles  des  deux  modes  de  symétrie  que  nous 
examinons,  il  convient  de  remarquer  que,  dans  le  cas  du  théo- 
rème XXIX,  les  plans  de  symétrie  sont  normaux  aux  axes  binaires, 
et  que,  dans  le  cas  où  les  plans  alternent  avec  les  axes,  ils  ne  peuvent 
leur  être  perpendiculaires.  Nous  aurons  ainsi  pour  les  formules  rela- 
tives, i"  au  cas  de  la  coïncidence,  1°  au  cas  de  l'alternance  : 

[vl^î.  7L=,  <]h'\  C,  n,  7P-,  (yP'-j. 

[A^'',   iqU,    oC,    27PI. 

On  voit,  par  les  théorèmes  XXVI,  XXVll  et  \XVI11,  que  le.'- 
polyèdres  à  axe  principal  d'ordre  pair  ne  peuvent  avoir  que  six  modes 
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de  symétrie;  on  les  trouvera  indiqués  dans  le  tableau  synoptique  qui 

termine  ce  Mémoire. 

Dans  ce  tableau  ,  on  peut  donner  à  q  toutes  les  valeurs  possibles , 
depuis  q  =  i  inclusivement,  jusqu'à  q  =  <x. 

Cas  des  polyèdres  à  axe  principal  d'ordre  impair. 

Théorème  XXXI.  Un  poljèdre  possédant  un  axe  principal  d'ordre 
impair  ne  peut  posséder  en  même  temps  un  plan  de  sjmétiie  normal  à 
cet  axe  et  un  centre  de  symétrie. 

C'est  une  conséquence  du  théorème  W. 

Théorème  XXXII.  Dans  tout  poljèdre  possédant  un  axe  princi- 
pal A^*"^',  s'il  existe  d'autres  axes,  ces  axes  sont  binaires,  leur 
nombre  total  est  égal  à  iq+  i,  et  ils  sont  tous  de  même  espèce. 

Un  quelconque  des  nouveaux  axes,  nécessairement  binaire  et  situé 
dans  le  plan  normal  à  A^^"^'  (théorème  XY),  sera  répété  -xq  fois,  en 
vertu  du  corollaire  du  théorème  X;  d'ailleurs  ces  2ç  +  i  axes  seront 
distincts  entre  eux,  et  ne  se  superposeront  pas  (comme  cela  arrive  pour 
le  cas  des  axes  principaux  d'ordre  pair).  Eu  effet,  si  on  les  numé- 
rote o,  I.  2,  etc.,  dans  l'ordre  où  des  rotations  successives,  égales 
chacune  à — -,  les  font  naître,  on  trouve  que  les  inclinaisons  de 

■3.q  -+-  I 

o .  1 ,  1,  3  ,  etc. ,  sur  l'axe  o  sont 

36o°  2.360"  9.360°        f(7H-i;36o°  29.360" 

'       29  +  I  "      2<7^i'  27-hi  2y-i-i  27-1-1 

et  correspondent  à  des  droites  distinctes,  puisque  deux  de  ces  angles 
ne  peuvent  jamais  différer  de  1 80  degrés. 

Il  ne  peut  exister,  dans  le  plan  normal  à  Taxe  principal ,  d'autres 
axes  binaires  que  ceux  dont  nous  venons  de  constater  ia  présence.  Car, 
soitQ  leur  nombre  total:  si  l'on  avait  Q  >  2</  +  1,  le  numéro  d'ordre 
de  la  symétrie  de  l'axe  principal  serait  Q  ou  /nQ  théorème  XIII}, 
ce  qui  est  contraire  à  la  supposition  d'un  axe  principal  d'ordre  iq  +  i. 

Corollaire.  Le  nombre  des  axes  binaires  normaux  à  A^'^'  sera  tou- 
jours o  ou  2 (/H-  I. 

Théorème  XXXIII.   Dans  tout  poljèdre  possédant  l'axe  principal 
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A-''*',  ^7/  existe  des  plans  de  symétrie  passant  par  l'axe  principal  . 
leur  nombre  total  est  1  q  -h  i ,  et  ils  sont  tous  de  même  espèce. 

On  démontrera,  comme  dans  le  théorème  précédent,    i"  que  les 

1                            I            .                                          .     1      ,     36o° 
a  y  -f-  I  plans  provenant  de  rotations  successives,  toutes  égales  a > 

autour  de  l'axe  principal ,  sont  distincts,  de  même  espèce,  et  directe- 
ment semblables  entre  eux;  2°  que  leiu"  nombre  ne  peut  surpasser 
•->. (/  -+-  I,  à  cause  du  théorème  XI. 

Corollaire.  Le  nombre  des  plans  de  symétrie  passant  par  l'axe  prin  • 
cipal  A'*"*"',  sera  toujours  égal  à  o  ou  à  2(7  +  i. 

TnioRiEME  XXXIV.  Les  polyèdres  à  axe  principal  A-^~',  qui  ne 
possèdent  ni  plans  de  sjmétrie  passant  par  cet  axe,  ni  axes  binaires, 
offrent  trois  modes  distincts  de  sjmétrie,  selon  qu'ils  ont  ou  n'ont  pas 
un  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe,  et,  dans  ce  dernier  cas,  selon 
qu'ils  ont  nu  n'ont  pas  un  centre  de  sjrmétrie. 

Si  le  polyèdre  possède  un  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal, 
il  ne  peut  avoir  de  centre  de  symétrie  (théorème  XXXI);  dès  lors, 
l'axe  étant  un  axe  principal,  la  symétrie  du  polyèdre  est  complètement 
fixée. 

Si  le  plan  normal  à  l'axe  princij)al  n'est  point  un  plan  de  symétrie, 
la  même  impossibilité  n'existe  plus.  Ainsi,  avec  nos  précédentes 
notations,  nous  aurons  les  trois  symboles  distincts 

[A^"-^',   oLS   oC,   oPj, 
[A-''^',  oL%  C,  oP]. 
[A='+',  oU,  oC,  n], 

Théorî:.me  XXX \.  Les  poljèdres  à  axe  principal  A*'""',  (////  pos- 
sèdent isolément,  soit  les  ay+  1  plans  de  sjmétrie,  soit  les  i.q  -\- i 
axes  binaires,  compatibles  avec  cet  axe  principal,  ne  peuvent  avoir  ni 
plan  de  sjmétrie  normal  à  A*'"*"',  ni  centre  de  sjmétrie. 

C'est  une  conséquence  évidente  des  théorèmes  XVII.  \A  III,  \l\ 
et  XX. 

En  conservant  les  notations  déjà  adoptées,  on  trouve  que  les  deux 
classes  de  polyèdres  auxquels  se  rapporte  le  théorème  actuel ,  sont 

ToincXIV.  -  M.»i  1849.  i' 
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représentées  par  les  symboles 

[A=^-^',  (2(/  +  i)LS  oC,  oP], 
[A'^*',  oLS  oC,  (aç  +  i)?]. 

Théorème  XXXVI.  Dans  les  polyèdres  possédant  L'axe  principal 
A'''^',  2ç  -f-  1  ajces  binaires  et  ^q  -i-  i  plans  de  sjmétrie  passant  par 
l'axe  principal,  les  axes  binaires  sont  situés  sur  les  plans  de  symétrie, 
ou  bissèquent  leurs  angles  dièdres. 

Ce  théorème  se  démontre  exactement  comme  le  théorème  XXVIII. 

Théorème  XXXVII.  Dans  les  polyèdres  à  axe  principal  A*''"^'  , 
lorsque  les  plans  de  symétrie  contiennent  les  axes  binaires,  il  existe 
un  plan  de  symétrie  normal  à  l'axe  principal,  mais  pas  de  centre  de 
symétrie. 

La  démonstration  est  celle  du  théorème  XXIX.  Mais  la  conséquence 
relative  à  l'existence  du  centre  de  symétrie  n'a  plus  lieu,  à  cause  du 
théorème  XXXI. 

Théorème  XXXVIII.  Dans  les  polyèdres  à  axe  principal  A"'"*^', 
lorsque  les  plans  de  symétrie  alternent  avec  les  axes  binaires,  ceux-ci 
sont  tous  de  même  espèce,  et  coïncident  avec  les  nonnales  aux  plans 
de  symétrie;  il  existe  alors  un  centre  de  symétrie,  mais  pas  de  plan 
de  symétrie  normal  à  l'axe  principal. 

Les  axes  binaires  CLq,  CL,,  Chn,Jîg.  9,  partagent  alors  en  2^  -1-  1 
parties  égales  la  demi-circonférence  d'im  cercle  décrit  de  C  comme 
centre  ;  ce  nombre  étant  impair,  1  une  des  bissectrices  des  angles  Lq  CL, , 
LiCLî,  etc.,  sera  normale  à  CL,,;  donc  il  existera  toujours  un  plan  de 
symétrie  normal  à  l'axe  CLq  :  c'est  le  plan  dont  la  trace  est  P,Cy3,  sur 
le  plan  de  \sijîg-  9,  supposé  normal  à  l'axe  principal.  La  coexistence 
d'un  plan  de  symétrie  et  d'un  axe  binaire  qui  lui  est  normal  entraine 
celle  du  centre  de  symétrie  (théorème  XXII 

D'ailleurs,  les  axes  binaires  sont  tous  directement  semblables  par 
rapporta  l'axe  principal,  et,  par  conséquent,  de  même  espèce.  Les 
ronds  à  centre  blanc  et  à  centre  noir  de  la^g.  9  indiquent  la  dispo- 
sition des  sommets  homologues;  les  ronds  noirs  indiquent  les  sommets 
situés  au-dessous  du  plan  de  la  figure;  ceux  à  centre  blanc,  les  som- 
mets situés  au-dessus  de  ce  plan. 
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Les  symboles  des  polyèdres  auxquels  se  rapportent  les  théo- 
rèmes XXXVII  et  XXXVIII,  seront  donc,  d'après  les  conventions  de 
!a  page   144, 

[A^'-',  (29  +  ,)L^  oC,   n,  (27-m)P]- 

(Jn  voit,  par  les  théorèmes  XXXI V,  XXXV  et  XXXVIII ,  que  les  po- 
lyèdres à  axe  principal  d'ordre  impair  ne  peuvent  avoir  que  les  sept 
modes  de  symétrie  indiqués  dans  le  tableau  qui  termine  ce  Mémoire. 

Ou  peut,  dans  ce  tableau,  donner  à  q  toutes  les  valeurs  imaginables, 
depuis  q  ^  t  inclusivement,  ju.squ'à  q  =:  ce  . 

§  IV.    —    P0LYÈJIRF.S  SYMÉTRIQUES  SPULROÉDRIQUES 

Théorioie  XXXIX.  y^out  polyèdre  sphéroédriqiœ  possède  au  moins 
deux  axes  U,  1/ ,  dont  les  numéros  d'ordre  sont  supérieurs  à  1. 

Un  polyèdre  sphéroédrique  {définition  IX)  ne  peut  posséder  un 
seul  axe  de  symétrie;  car  alors,  afin  d'éviter  la  reproduction  de  cet 
axe  par  les  plans  de  symétrie  du  polyèdre  (théorème  VIII ,  corollaire), 
il  faudrait  que  ces  plans  continssent  l'axe  unique  de  symétrie  ou  coïn- 
cidassent avec  son  plan  normal  :  cet  axe  unique  pourrait  donc  tou- 
jours être  considéré  comme  étant  un  axe  principal,  et  le  polyèdre  ne 
serait  pas  sphéroédrique. 

Il  existe  donc  deux  ou  plusieurs  axes  de  symétrie  dans  les  polyèdre-» 
sphéroédriques.  Soient  alors  U,  L'  deux  axes  dont  les  numéros 
d'ordre  q,  q'  ne  soient  pas  inférieurs  à  ceux  des  autres  axes  :  je  dis 
que  l'on  aura  q  >  a,  q'  >  2. 

Supposons  d'abord  que  l'on  ait  q  =1  1,  q'  =  2.  La  normale  au  plan 
des  axes  L' ,  L'-  sera  aussi  un  axe  de  symétrie  L'  (théorème  XI),  et 
puisqu'on  ne  peut  avoir  q"  >  q,  9">  q',  on  aura  q"  =  1.  Bailleurs  L^ 
et  L'*  sont  rectangulaires;  sans  cela  il  y  aurait  un  troisième  axe 
binaire  sur  le  plan  des  axes  li',  L'*,  et  q"  serait  plus  grand  que  2 
théorème  XIII),  ce  qui  ne  peut  être.  On  a  donc  alors  trois  axes 
binaires  rectangulaires  L^,  L'^,  L"-,  et  je  dis  que  l'un  au  moms  de  ces 
axes  peut  être  considéré  connue  étant  un  axe  principal. 

En  effet,  il  ne  peut  alors  y  avoir  dans  le  polyèdre  aucun  autre  axe 
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binaire  que  les  trois  axes  L",  L'^,  L"*;  car  tout  axe  oblique  à  l/.  étant 
combiné  avec  L"  ferait  naître  d'autres  axes  binaires  dans  leur  plan 
commun  (théorème  X,  corollaire) ,  et  un  axe  de  symétrie  d'ordre 
supérieur  à  i  (théorème  XIII). 

De  même,  tout  plan  de  symétrie  doit  passer  par  l'un  des  trois  axes, 
tel  que  Lr  ;  sans  cela  ,  il  se  produirait  trois  autres  axes  binaires  homo- 
logues par  rapport  à  ce  plan,  et  le  nombre  total  des  axes  binaires 
serait  six,  ce  que  nous  venons  de  prouver  ne  pas  être  possible.  Soit 
donc  P  un  plan  de  symétrie  passant  par  L-.  S'il  existe  un  second  plan 
de  symétrie  P',  il  doit  être  perpendiculaire  à  P;  sans  cela,  leur  inter- 
section serait  un  axe  d'ordre  supérieur  à  2  (théorème  XI).  Voyons  donc 
si  la  disposition  de  ces  plans  peut  être  telle,  que  le  polyèdre  n'ait  pas 
d'axe  principal. 

Si  le  plan  P  ne  passe  ni  par  L'-,  ni  par  L"-,  P'  devra  passer  par  L"; 
sans  cela  son  intersection  avec  P  formerait  un  quatrième  axe  binaire , 
ce  qui  est  impossible;  et  il  en  serait  de  même  de  tous  les  autres  plans 
P",  P",  qui  tous  passeraient  nécessairement  par  L".  Ainsi,  dans  ce 
cas ,  l'axe  L^  satisferait  aux  conditions  exigées  pour  les  axes  principaux , 
et  le  polyèdre  ne  serait  pas  sphéroédrique. 

Si,  au  contraire,  le  plan  P  contient  non-seulement  L^,  mais  encore 
l'un  des  deux  axes  binaires  L'-,  L"-,  si,  par  exemple,  il  contient  l'axe 
L'^,  le  plan  P',  qui  doit  toujours  passer  par  la  normale  au  plan  P, 
c'est-à-dire  par  L"-,  devra,  pour  que  sou  intersection  avec  P  ne  forme 
pas  un  quatrième  axe  binaire,  contenir  l'axe  L^  ou  l'axe  L'-,  par 
exemple  l'axe  L'.  S'il  existe  alors  un  troisième  plan  P",  il  devra  être 
perpendiculaire  à  la  fois  à  P  et  à  P'  (voj^ez  ci-dessus)  ;  il  passera  donc 
par  L'^  et  L' -,  et  il  ne  pourra  exister  d'autre  plan  de  symétrie.  Dans  ce 
cas,  l'un  quelconque  des  axes  L",  L'^,  L"^  peut  être  considéré  comme 
étant  im  axe  principal ,  et  le  polyèdre  n'est  pas  sphéroédrique. 

Donc  on  ne  peut  avoir  ^  =  2,  ^'=  2. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  (y  >  2,  </'  =  2.  Les  deux  axes 
L',  L'-  seront  rectangulaires  entre  eux;  sans  cela,  l'axe  L'*  forcerait 
l'axe  L'  à  se  reproduire ,  au  moins  une  fois ,  et  le  nombre  q'  serait  in- 
férieur au  numéro  d'ordre  de  deux  des  axes  du  polyèdre,  ce  qui  n'est 
pas  possible,  d'après  les  hypothèses  précédemment  faites.  Par  la  même 
raison,  il  ne  pourra  exister  aucun  axe  en  dehors  du  plan  normal  à  L''. 
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Ainsi   la  première  condition   pour  ([ue  L'  soit  un  axe  principal  est 
satisfaite. 

De  même,  les  plans  de  symétrie  du  polyèdre,  étant  assujettis  a 
ne  pouvoir  reproduire  Taxe  L'',  devront  nécessairement  contenir  L' 
ou  lui  être  perpendiculaires  ;  donc  ÏJ'  sera  un  axe  principal  ,  et  le 
polyèdre  ne  sera  point  sphéroédrique. 

Donc  on  ne  peut  avoir 

q>  1,     q'  =  1. 
Donc  enfin  ,  on  aiu'a 

'/>•-*,        7'  >    2- 

Théorîîme  XL.  Lorsqu'il  existe  dans  un  polyèdre  deux  axes  d'ordre 
supérieur  au  deuxième,  le  polyèdre  est  nécessairement  sphéroédrique. 

Car  si  le  polyèdre  possédait  im  axe  principal ,  les  autres  axes  se- 
raient nécessairement  binaires  (théorème  XV),  ce  qui  est  contraire  i 
l'énoncé.  Donc  le  polyèdre  sera  sphéroédrique. 

Définition  X.  Les  théorèmes  XXXIX  et  XI-  nous  indiquent  que 
l'on  peut  donner  une  définition  des  polyèdres  sphéroédriques  diffé- 
rente de  celle  de  la  page  i45,  et  dire  que  ces  polyèdres  sont  des 
«  polyèdres  symétriques  à  plusieurs  axes ,  dont  deux  au  moins  ont 
»  une  symétrie  d'un  ordre  supérieur  au  deuxième.  »  I^es  polyèdres 
à  axe  principal  peuvent  alors  se  définir  comme  étant  »  des  polyèdres 
"  pourvus  d'ini  ou  plusieurs  axes  de  symétrie,  dont  un  nu  plus  est 
»   d'un  ordre  supérieur  au  deuxième.  » 

TiiÉORiiBiE  XLI.  Dans  tout  polyèdre  sphéroédrique,  possédant 
un  axe  de  symétrie  U  d'ordre  supérieur  au  deuxième,  le  nombre 
total  Q  des  axes  d'ordre  q  appartenant  à  ce  polyèdre  est  nécessaire- 
ment é^al  à  la  moitié  de  l'une  des  valeurs  que  peut  avoir  le  nombre 
des  sommets  d'un  polyèdre  régulier  auxiliaire  satisjaisant  aux  deux 
conditions  suivantes  :  i"  que  son  centre  de  figure  soit  aussi  un  centre 
de  sa  symétrie;  0°  que  chacun  de  ses  angles  solides  soit  Jiirmé  de  q 
angles  plans. 

L'axe  L''  est  nécessairement  associé  à  un  axe  L' ,  q'  étant  plus  grand 
que  2  (théorème XXKIX);  or  en  faisant  tourner  U  autour  de  \I'  d'un 
angle  égal  à  — ,- ,  on  obtiendra  le  lieu  d'un  deuxième  axe  d'ordre  q . 
distinct  de  l'axe  primitif  L'  (théorème  X,  corollaire). 
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Soient  donc  O  A,  OB,_fig.  lo,  ces  deux  axes  d'ordre  q  se  coupant  en  O, 
qui  est  le  centre  de  figure  du  polyèdre.  De  O  comme  centre,  décrivons 
la  sphère  de  rayon  i,  coupant  les  deux  axes  OA,  OB  en  A  et  B,  et 
menons  l'arc  de  grand  cercle  AB.  On  pourra  toujours  supposer 

arc  AB  <  90°     ou     =  90°  : 

dans  le  cas  contraire,  on  considérerait  le  supplément  de  l'angle  AOB. 
De  même,  on  peut  toujours  supposer  que  OA  et  OB  sont  choisis  d'- 
manière  à  ce  que  leur  inclinaison  soit  la  plus  petite  parmi  toutes  celles 
que  les  axes  d'ordre  q  ont  entre  eux.  Ceci  posé ,  faisons  tourner  le 

polyèdre  de autour  de  l'axe  OB  d'ordre  q.  Le  point  A  viendra 

en  C  :  joignons  BC  par  un  arc  de  grand  cercle  ;  on  aura 

ABC  =  ^, 

et  la  droite  OC  sera  aussi  un  axe  d'ordre  q  (théorème  X,  corollaire) 
Traçons  de  même  Tare  de  grand  cercle  CD ,  tel  que  l'on  ait 

CD  =  CB  =  AB,      BCD  =  — : 

7 
la  droite  OD  sera  encore  un  axe  d'ordre  q. 

Si  l'on  fait  tourner  le  polyèdre  une  deuxième  fois  de  — —  autoin-  de 
Taxe  OC  et  de  B  versD,  l'effet  de  cette  seconde  rotation  sera  d'amener 
le  point  B  en  D ,  le  point  A  restant  en  C.  Les  deux  rotations  équivalent 
à  une  rotation  unique  autour  du  point  M,  pôle  du  petit  cercle  cir- 
conscrit aux  points  A,  B,  C,  D  [*].  La  double  rotation  autour  de  OB 
et  de  OC  ne  troublant  pas  les  lieux  apparents  des  sommets  du  po- 
lyèdre, la  rotation  imique  autour  de  M,  qui  la  remplace,  ne  troublera 
pas  non  plus  ces  lieux  apparents  ;  donc  la  droite  OM  sera  un  axe  de 
symétrie  du  polyèdre,  et  l'on  voit  que  si  l'on  fait  tourner  le  polyèdre 
autour  de  OM  d'un  angle  égal  à  l'angle  dièdre  AMC,  le  lieu  des 
sommets  n'en  sera  pas  troublé.  Donc  cet  angle  est  commensurable  avet 
kl  circonférence  (théorème  II).  Donc  le  nombre  des  sommets  A,  B,  C, 
D,  etc. ,  situés  sur  la  circonférence  du  petit  cercle  ABCD  est  limité  :  donc 

[*]  Ce  pôle  M  est  à  la  rencontre  des  arcs  de  grand  cercle  BM ,  CM  qui  divisent  en 
deux  parlics  cg.iles  les  angles  sphériques  ABC  ,  BCD 
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ces  sommets  forment  un  polygone  régulier  inscrit  dont  le  nombre 
lie  cotés  pourra  être  désigné  par  r.  Il  sera  toujours  permis  de  supposer 
que  A  et  B  sont  deux  sommets  voisins;  on  pourra  donc  écrire 

AMB  =  ^, 

r 

formule  dans  laquelle  le  nombre  r  sera  nécessairement  plus  grand 
que  2. 

Puisque  AMB  et  iVBC  sont  des  sous-multiples  de  36o  degrés,  le  po- 
lygone régulier  sphérique  ABCDE...,  se  répétant  en  CBC'D"...,  en 
A'ABC'D'...,  etc.,  finira  par  recouvrir  la  totalité  de  la  surface  de  la 
sphère.  L'ensemble  des  points  ainsi  obtenus  y  figurera  les  sommets 
d'un  polyèdre  régulier  inscrit,  et  ce  polyèdre  régulier  sera  nécessaire- 
ment l'un  de  ceux  dans  lesquels  les  angles  plans  s'assemblent  en  lui 
nombre  égal  à  q,  pour  former  chacun  de  ses  angles  solides. 

Les  cinq  polyèdres  réguliers  de  la  géométrie  ont  tous,  excepté  le 
tétraèdre  régulier,  un  centre  de  symétrie  en  leur  centre  de  figure; 
mais ,  dans  le  tétraèdre  inscrit  à  la  sphère ,  la  distance  angulaire  AB  de 
deux  sommets  surpasse  90  degrés.  Ce  cas  ne  pourra  donc  pas  se  pré- 
senter, puisqu'il  est  contraire  à  notre  mode  de  construction. 

Le  polyèdre  inscrit  résultant  de   la  construction    précédente  sera 
donc 
ou  le  cube  correspondant  au  cas  (^  =  3,  i=[\\onA  alors  [ * | 

AR  =  70"  32',     AM  =  5/1°  44': 
ou  l'octaèdre  régulier  correspondant  au  cas  (j  =  ^ .   r  =  3;  on  1  alors 

AB  =  90"',  AM  =  .54"  44'; 

ou  le  dodécaèdre  régulier  correspondant  au  cas  <y  :=  3.   /  ~  >;  alors   ., 

AB  =  4i"49',     AM  =  37°  u3': 
ou  l'icosaedre  régulier  correspondant  au  cas  <j  =   >.  Hors 

AB  =  63"  26',     AM  =  37°  23'. 


I.cs  ares  .AlR,  AM  sont  donnés  par  les  formules  connues, 

'       _  ir  r  ,.  rr  ; 

cos       AB  =  <-'";'•'■      --'m-.      .(K  \M  —  .-r,r  -  col 
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Soit  maintenant  M  le  nombre  des  sommets  du  polyèdre  régulier  ainsi 
obtenu  ;  chaque  sommet  ayant  son  homologue ,  qui  lui  est  diamétrale- 
ment opposé,  on  voit  que  le  nombre  total  Q  des  axes  d'ordre  q  sera  au 
moins  égal  à  -M.  Je  dis,  de  plus,  qu'on  ne  peut  avoir  Q  >  -  M.  Car, 

si  l'on  avait  Q  >  -M,  l'un  des  axes  d'ordre  q  viendrait  percer  la  sphère 
en  un  point  X  situé  à  l'intérieur  de  l'un  des  polygones  sphériques 
ABCDE;  l'une  des  distances  angulaires  de  X  aux  sommets  A,  B,  C,  D, 
serait  nécessairement  inférieure  à  AM,  et  à  fortiori  à  AB  (d'après  le 
tableau  synoptique  des  valeurs  corrélatives  de  AB  et  AM) ,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  d'inclinaison  minimum  des  deux  axes  OA,  OB. 
Donc  on  ne  peut  avoir 

Q>>; 

donc  on  aura 

Q  =  -M. 

Théorème  XLII.  Vn  poljèdre  sphéroédrique  ne  peut  avoir  que  des 
axes  ternaires,  quaternaires  ou  quinaires,  les  axes  binaires  non  com- 
pris . 

Gela  résulte  de  l'énoncé  du  théorème  précédent;  L*  étant  l'un 
des  axes  du  polyèdre,  le  nombre  q  ne  peut  être  que  le  nombre 
d'angles  plans  susceptibles  de  s'associer  pour  former  l'angle  solide 
d'un  polyèdre  régulier:  donc  on  doit  avoir 

^  ^  3,     ou  4  >     ou  5. 

Théorème  XLIII.  Il  existe  deux  groupes  distincts  de  polyèdres 
sphéroédriques ,  ceux  qui  possèdent  quatre  axes  ternaires,  et  ceux  qui 
possèdent  dix  axes  ternaires. 

Examinons  successivement  les  quatre  cas  auxquels  conduit  la 
répétition  des  Q  axes  L'  les  uns  par  les  autres,  et  soit  toujours  M  le 
nombre  des  sommets  du  polyèdre  régulier  inscrit  auquel  conduit  ce 
mode  de  répétition. 

Dans  le  cas  du  cube,  on  a  (théorème  XLI), 

<7  =  3,     M  =  8,     Q  =  -M  =  4. 
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Dans  le  cas  de  l'octaèdre,  on  a 

f/  =  4,     M  =  6,     Q  =  iM  =  3. 

Les  trois  axes  quaternaires  ainsi  obtenus  sont  rectangulaires;  donc  il 
existe  alors  quatre  axes  ternaires  (théorème  XIV),  et  il  ne  peut  en 
exister  un  plus  grand  nombre;  car  les  nouveaux  axes  ternaires  force- 
raient les  axes  quaternaires  à  se  répéter,  de  sorte  que  l'on  aurait  Q  >  3, 
ce  qui  est  impossible. 

Dans  le  cas  du  dodécaèdre,  on  a 

(y  =  3,     M  =  ao,     Q  =  -M=ro. 

Dans  le  cas  de  l'icosaèdre,  on  a 

7=5,     M  =12,     Q  =  ^M  =  6. 

Soient  alors  M,  Mo,  M,, y/g.  12,  trois  sommets  voisins  d'un  icosaedre 
inscrit:  la  normale  abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  la  face  M  Mo  M, 
sera  évidemment  un  axe  ternaire,  et  comme  l'icosaèdre  a  vingt  faces  pa- 
rallèles deux  à  deux,  il  y  aura  dix  axes  ternaires;  mais  il  ne  peut  y  en 
avoir  un  plus  grand  nombre;  car,  pour  ry  =  3 ,  on  ne  trouve  que  les 
deux  valeurs  Q  =  4,  Q  =  «o  (théorème  XLI).  Donc,  etc. 

Corollaire.  Nous  pouvons  donc  diviser  les  polyèdres  sphéroédriques 
en  deux  groupes:  les  quaterternaires  qui  ont  quatre  axes  ternaires 
assemblés  comme  le  sont  les  quatre  grandes  diagonales  d'un  cube,  et 
les  décemternaires  qui  possèdent  dix  axes  ternaires  assemblés  comme 
le  sont  les  dix  grandes  diagonales  d'un  dodécaèdre  régulier 

Cas  des  polyèdres  quaterternaires. 

Tii]ioRi::\tE  XLIV.  Si  Von  construit  un  cube  ayant  pour  diagonales 
les  quatre  axes  ternaires  d'un  polyèdre  quaterternaire  donné,  les 
trois  normales  abaissées  du  centre  défigure  sur  les  faces  de  ce  cube 
sont  trois  axes  de  même  espèce  pour  le  polyèdre,  et  de  symétrie  binaire 
ou  quaternaire. 

En  prenant  pour  centre  le  centre  de  figure  du  polyèdre,  point  de 
rencontre   de  ses  quatre  axes  ternaires,  et  en   prenant  pour  rayon 

Tome  XIV.  — Jois  1849.  22 
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l'unité,  décrivons  une  sphère  qui  coupera  les  extrémités  supérieures  de 
nos  quatre  axes  ternaires  en  A,  Aq  ,  A,,  h.^,fig.  ii.  (J'ai  projeté 
stéréographiqueraent  la  surface  de  cette  sphère  sur  le  plan  du  grand 
cercle  dont  A  est  le  pôle;  mais  le  lecteur  est  prié  de  suivre  la  ilé- 
monstration  comme  si  elle  était  faite  sur  la  sphère  :  le  centre  O  de 
celle-ci  n'a  point  été  marqué  sur  la  figure.)  Le  cube  inscrit  dont  A. 
Ao,  A,,  Ao  sont  les  quatre  sommets  supérieurs,  aura  en  Bo,  B,,  Bj  les 
sommets  diamétralement  opposés  à  Aq,  A,,  A^;  AAoB,  B,,  AAoBoA,, 
AAiBuAj  sont  trois  polygones  sphériques  carrés  dont  les  centres  M,,. 
M,,  M2  sont  les  extrémités  des  trois  normales  abaissées  du  centre  sur 
les  faces  du  cube  inscrit. 

Une  double  rotation  de  120  degrés,  savoir  :  premièrement  autour 
de  A2  comme  pôle,  de  A  vers  Bo,  et  secondement  autour  de  Bq  comme 
pôle,  de  Aj  vers  A,,  amène  A  en  Bq  et  A,  en  A,,  sans  troubler  le  lieu  des 
sommets  :  cette  double  rotation  équivaut  à  une  rotation  de  180  degrés 
autour  du  pôle  Mq.  Donc  OMo  est  un  axe  dont  la  symétrie  est  2  ou 
un  multiple  de  2.  D'ailleurs,  la  symétrie  de  OMo  "e  peut  être  d'ordre 
supérieur  à  4;  sans  cela,  le  nombre  des  axes  ternaires  situés  autour  du 
pôle  Mo  surpasserait  4  ^  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  initiales  : 
donc  les  trois  axes  rectangulaires  OMq,  OM,,  OMj  sont  binaires  ou 
quaternaires. 

Théorïljie  XLV.  Les  polyèdres  quaterternaires  à  axes  binaires 
rectangulaires  ne  peuvent  posséder  aucun  autre  axe  binaire. 

S'il  existait  un  autre  axe  binaire,  il  ne  pourrait  percer  la  partie 
supérieure  de  la  surface  de  la  sphère , //g.  1 1  ,  qu'en  un  des  trois  points 
qui  sont  les  milieux  soit  des  arcs  AAq,  AA,,  AA2 ,  soit  des  arcs  homo- 
logues AoB,,  A0B2,  A,  B2 ,  A,  Bo  ,  AoBfl,  A^B,  ;  car,  pour  toute  autre 
position ,  cet  axe  forcerait  les  axes  ternaires  à  se  répéter,  ce  qui  en 
doublerait  le  nombre.  Supposons  que  Go  ,  milieu  de  AAo,  soit  l'extré- 
mité du  nouvel  axe  binaire;  alors  une  double  rotation  du  polyèdre, 
premièrement  de  180  degrés  autour  du  pôle  Go,  deuxièmement   de 
I  :'.o  degrés  autour  du  pôle  Aq,  dans  le  sens  A  vers  B, ,  amènera 
A     en  Ao ,  puis  en  Ao , 
Ao  en  A,    puis  en  B, , 
B,   en  A,  ,  puis  en  A^ , 
Aj  en  B2 ,   puis  en  A. 
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Ce  double  mouvement,  qui  ne  trouble  pas  les  lieux  ties  sommets  ilu 
polyèdre,  équivaut  à  une  rotation  simple  de  90  degrés  autour  de  M, 
dans  le  sens  A  vers  A^;  donc  alors  le  pôle  M,  serait  l'extrémité  d'un 
axe  quaternaire,  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  initiales.  Donc  il 
ne  peut  alors  exister  aucun  autre  axe  binaire. 

Scolie.  Soit  S,Jig.  1 1,  un  sommet  du  polyèdre  donné;  il  est  permis 
de  supposer  que  ce  sommet  est  sur  la  surface  de  la  sphère,  en  pre- 
nant pour  unité  sa  distance  OS  au  centre  de  figure  du  polyèdre;  ses 
deux  homologues  par  rapport  au  pùle  ternaire  A,  sont  S'  et  S".  Le  sys- 
tème SS'S"  se  reproduit  en  SoS'„S'ô,  S,  S,  S", ,  SjS'.jS2,  en  vertu  de  la 
binarité  des  pôles  ]Mo,  iNL,  Ma-  Le  système  complet  des  homologues 
d'un  mètrie  sommet  sera  donc,  dans  le  cas  actuel,  un  polyidre 
inscriptible  à  la  sphère. 

Cette  propriété,  qui  se  reproduit  dans  tous  les  polyèdres  sphéroé- 
driques,  sert  de  justification  au  nom  que  nous  leiu- avons  donné;  nom 
qui  figure  d'ailleurs,  avec  un  sens  analogue,  dans  la  terminologie 
cristallographique  du  célèbre  professeur  Weiss. 

Corollaire.  JTapres  la  disposition  des  douze  sommets  de  ce  polyèdre, 
il  est  facile  de  voir  qu'il  ne  possède  point  de  plans  ni  de  centre  de  sy- 
métrie, du  moins  dans  le  cas  général  où  le  sommet  S  n'offre  aucune 
particularité  de  position  dans  l'intérieur  du  triangle  sphériqueAo  A,  A 
{voyez  la  démonstration  des  deux  théorèmes  suivants). 

Théorkime  XLVL  Lps  polyèdres  qiiaterternaires  à  axes  binaires 
lect angulaires  peuvent  posséder,  soit  six  plans  de  symétrie  coïnci- 
dant avec  les  six  plans  qui  joignent  deux  à  deux  les  axes  ternaires, 
soit  trois  plans  de  symétrie  coïncidant  avec  les  trois  plans  qui  joignent 
deux  à  deux  les  axes  binaires;  tout  autre  plan  de  symétrie  ne  saurait 
leur  appartenir. 

Toute  disposition  d'un  plan  de  symétrie  autre  que  celles  indiquées 
dans  l'énoncé,  obligerait  les  quatre  axes  ternaires  à  se  répéter,  et 
doit,  par  conséquent,  être  rejetée. 

Si  A,  AM,,  fig.  1 1  ,  représente  un  des  plans  de  symétrie,  la  ternarité 
du  pôle  A  exige  qu'il  en  soit  de  même  de  AjAMj,  AgAMo;  la  ternarité 
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du  pôle  A,  force  d'étendre  cette  conclusion  aux  plans  BoA,  Mo, 
BoA,  M,  :  il  en  sera  de  même  de  AqM,  Aj  ,  en  vertu  de  la  binarité  de 
l'axe  OM,  (théorème  XXIII). 

Dans  ce  cas,  chacun  des  triangles  SS'S",  SoS'yS'J, ,  S,  S', S", ,  SjS'jSj  , 
est  remplacé  par  un  hexagone  :,  l'on  s'est  borné  à  figurer  celui  qui  en- 
toure le  sommet  Bq.  Les  vingt-quatre  sommets  du  polyèdre  peuvent  se 
réduire  à  douze,  si  le  sommet  S ,  qui  est  censé  le  régulateur  des  posi- 
tions de  tous  les  autres,  tombe  sur  l'un  des  trois  arcs  de  grand  cercle 
A(,AMo,  A,AM,,  A2AM2;  ces  sommets  peuvent  se  réduire  à  quatre, 
si  S  coïncide  avec  A,  etc. 

Supposons  maintenant  que  MaGoM,  représente  un  plan  de  symétrie; 
alors  M,  G^Mo,  MoGjMo  seront  aussi  des  plans  de  symétrie  ,  en  vertu 
de  la  ternarité  du  pôle  A.  Dans  ce  cas ,  le  triangle  SS'S"  se  répète  autour 
(les  pôles  Aq,  a,,  A2  :  on  s'est  borné  à  figurer  ce  mode  de  répétition 
autour  du  sommet  A,;  le  triangle  gu'g"  est  alors  l'homologue  du 
triangle  SS' S"  par  rapport  au  plan  de  symétrie  Mj  G,  Mq. 

D'ailleurs  ces  deux  systèmes  de  plans  de  symétrie  ne  peuvent  exister 
simultanément;  car  il  y  aurait  alors  quatre  plans  de  symétrie  se  cou- 
pant au  pôle  Mo,  et  l'axe  OMu  serait  au  moins  quaternaire  (théo- 
rème XI),  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  de  l'énoncé. 

Théorème  XLVII.  Les  poljèdres  quatertemaires  à  axes  binaires 
rectangulaires  ne  peuvent  avoir  un  centre  de  sjmélrie  qu'à  la  condition 
de  posséder  trois  plans  de  symétrie  joignant  deux  à  deux  les  axes 
binaires,  et  réciproquement  la  présence  de  ces  pla/is  entraîne  celle 
du  centre  de  symétrie. 

C'est  une  conséquence  des  théorèmes  XXI  et  XXII. 

Théorème  XLVIII.  Le  polyèdres  quatertemaires  à  axes  binaires 
rectangulaires  ne  peuvetit  avoir  que  trois  modes  distincts  de  symétrie, 
selon  qu'ils  sont  dépourvus  de  plans  de  symétrie,  ou  qu'ils  possèdent  soit 
six  plans  de  symétrie  passant  par  les  axes  ternaires,  soit  trois  plans  de 
symétrie  passant  par  les  axes  binaires. 

C'est  une  conséquence  du  corollaire  du  théorème  XLV ,  ainsi  que 
du  théorème  XLVI.  Si  l'on  tient  compte  en  outre  du  théorème  XLVII, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  173 

et  des  conventions  faites  à  la  page  i45,  on  aura  les  trois  symboles 

[4L%  3L%  oC,  oP], 
[4L%  3L%  C,  3F], 
[4L%  3L%  oC,  6P]. 

Théorème  XLIX.  Tout  polyèdre  quateiteniaire  à  axes  quaternaires 
possède  six  axes  binaires  joignant  deux  à  deux  les  côtés  opposés  d'un 
cube  qui  aurait  les  quatre  axes  ternaires  du  poljè  Ire  pour  diagonales. 

Je  dis  que  si  l'on  joint  le  centre  O  de  la  sphère  de  l^fig.  1 1  avec  le 
point  Go  milieu  de  AAq,  cette  droite  sera  un  axe  binaire  du  polyèdre. 

Donnons  au  polyèdre  une  rotation  de  90  degrés  autour  de  OM,,  de 
A  vers  Aq,  et  une  seconde  rotation  de  120  degrés  autour  de  OAo,  de 
B,  vers  A;  ce  double  mouvement,  qui  ne  troublera  pas  les  lieux 
apparents  des  sommets,  amènera 

A  en  Aq,  puis  en  Aq, 

Ao  en  B,,  puis  en  A, 

B,  en  A,,  puis  en  A,, 

A2  en  A,     puis  en  Bj. 

Le  résultat  de  ces  deux  rotations  est  le  même  que  si  l'on  avait  fait 
tourner  le  polyèdre  de  180  degrés  autour  de  Gq*,  donc  OGq  est  un  axe 
d'ordre  pair,  qui  évidemment  ne  peut  être  que  binaire,  et  il  en  serait 
de  même  pour  les  cinq  autres  droites  homologues  de  OG^.  Trois  des 
six  axes  binaires  sont  situés  dans  le  plan  du  grand  cercle  de  projection 
de  la  sphère. 

On  prouverait ,  de  même  que  cela  a  été  déjà  fiait  dans  la  démonstra- 
tion du  théorème  XLV,  que  toute  autre  droite  serait  impropre  à  être 
un  axe  binaire  du  système. 

TnÉORÈME  L.  Les  polyèdres  quaterte maires  à  axes  quaternaires, 
s'ils  possèdent  des  plans  de  symétrie,  en  ont  nécessairement  six  pas- 
sant par  les  axes  ternaires,  et  trois  passant  par  les  axes  quater- 
naires; ils  ont  en  même  temps  un  centre  de  symétrie. 

Je  désignerai  par  P*  les  plans  passant  par  les  axes  quaternaires,  par  P^ 
ceux  qui  passent  par  les  axes  ternaires.  On  a  déjà  vu  (démonstration 
du  théorème  XLVl)  que  ce  sont  les  seuls  plans  de  symétrie  possibles. 
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Admettons  l'existence  des  plans  P*;  MoG.M,  et  MoGoM,,  ^'g.  ii, 
seront  deux  plans  de  symétrie  se  coupant  suivant  un  axe  quater- 
naire; donc  AMoBo,  A.Mo  A,  seront  aussi  des  plans  de  symétrie  (théo- 
rème XXV):  le  système  P^  s'associe  donc  au  système  P*.  On  démon- 
trerait de  même  que  le  système  des  plans  P*  s'associe  toujours  au 
système  des  plans  P-. 

Les  trois  plans  du  système  P*  sont  normaux  chacun  à  l'un  des  trois 
axes  quaternaires.  Les  six  plans  du  système  P^  sont  normaux  chacun  à 
l'un  des  six  axes  binaires;  car,  si  dans  un  cube  à  quatre  arêtes  verti- 
cales on  joint  deux  à  deux  les  milieux  de  deux  de  ces  quatre  arêtes 
opposées  entre  elles ,  chacune  de  ces  droites  sera  normale  au  plan  qui 
passe  par  les  deux  autres  arêtes.  L'existence  des  plans  de  symétrie  en- 
traînera d'ailleurs  celle  du  centre  de  symétrie  (théorème  XXII). 

Théorème  LI.  Les  poljèdres  qiiatei  ternaires  à  axes  quaternaires 
ne  sont  susceptibles  que  de  deux  modes  de  symétrie,  selon  qu'ils  pos- 
sèdent ou  ne  possèdent  pas  de  plans  de  sjme'trie. 

Cela  résidte  du  théorème  précédent. 

Dans  le  cas  où  le  polyèdre  ne  possède  aucun  plan  de  symétrie ,  il 
ne  peut  avoir  de  centre  de  symétrie,  par  suite  du  théorème  XXI. 
Le  système  complet  des  homologues  du  sommet  S,  Jig.  ii,  forme 
alors  un  polyèdre  inscrit ,  à  vingt-quatre  sommets  se  groupant  trois 
par  trois  autour  de  chacun  des  huit  pôles  A,  Ao ,  A,,  A,,  Bq,  etc. 
On  s'est  borné,  dans  la  figure,  à  représenter  le  triangle  a.,  (7,  7',  qui 
enveloppe,  dans  ce  cas ,  le  pôle  A^. 

Lorsque  le  polyèdre  a  ses  neuf  plans  de  symétrie,  les  huit  triangles 
SS'S",  SoS'|,S"p,  etc. ,  sont  remplacés  par  huit  hexagones,  et  le  système 
des  homologues  comprend  quarante-huit  sommets. 

Les  symboles  de  ces  deux  modes  de  symétrie  seront 

[3L\  4LS  6LS  oC,  oP], 
[*3L\  4L%  6LS  C,  3P',  6P=]. 

Cas  des  polyèdres  décemternaires. 

Théoriîme  lu.  Si  l'on  construit  un  dodécaèdre  régulier  ayant  pour 
diagonales  les  dix  axes  ternaires  d'un  polyèdre  décemternaire  donné, 
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les  six  normales  abaissées  du  centre  de  figure  sur  les  faces  de  ce 
dodécaèdre  sont  des  axes  de  symétrie  quinaire  pour  le  polyèdre. 

En  prenant  l'unité  pour  rayon  ,  et  pour  centre  le  point  de  mu- 
tuelle rencontre  des  dix  axes  ternaires,  décrivez  une  sphère  qui 
coupera  en  Aq,  A, ,  A2,  A3 ,  A4,  Bo,  B, ,  Bj,  B3 ,  B,,^^:.  la,  les  moi- 
tiés supérieures  des  dix  axes  ternaires.  (J'ai  projeté  stéréographi- 
quement  la  surface  de  cette  sphère  sur  le  plan  du  grand  cercle  parallèle 
à  la  face  Aq  A,  A2  A3  A^  du  dodécaèdre  régulier  inscrit  dont  ces  extré- 
mités Ao,  A, ,  .  . .  Bo,  B, ,  etc.,  sont  les  sommets;  le  lecteur  est  prié 
(le  se  représenter  les  points  et  lignes  de  la  figure  sur  la  surface  même 
de  la  sphère;  le  centre  O  de  la  sphère  n'est  pas  marqué  sur  le  dessin. 
En  joignant  deux  à  deux  les  intersections  ,  il  en  résulte  des  pentagones 
réguliers  sphériques  dont  les  douze  centres  M,  Mo,  M,,...  Nq, 
N, ,  etc.,  sont  les  extrémités  de  rayons  menés  du  centre  de  la  sphère 
normalement  aux  douze  faces  du  dodécaèdre. 

Deux  rotations  de  120  degrés,  l'une  autour  de  OAo,  de  A>  vers 
B„,  et  l'autre  autour  de  OBq  ,  de  A„  vers  Cj,  amèneront  Aj  en  B^, 
et  Ao  en  Co.  Ces  deux  rotations,  qui  n'altèrent  pas  les  lieux  des  som- 
mets du  polyèdre,  équivalent  à  une  rotation  imique  de  i44  degrés 
autour  de  OM2 ,  de  Ao  vers  Bo  ;  celle-ci  répétée  trois  fois  équivaudra 
à  une  rotation  de  72  degrés;  donc  l'axe  OMj  est  un  axe  quinaire,  et  il 
en  serait  de  même  pour  O.M,  OîNIo ,  OM,.  etc.  Les  points  M^,  M,,  etc., 
sont  les  sommets  d'un  icosaèdre  régulier  inscrit  à  la  sphère. 

Théorème  LIIL  Les  polyèdres  dcccniternaires  possèdent  toujoun 
(j'iinze  axes  binaires. 

Faites  tourner  le  polyèdre  donné  de  72  degrés  autour  de  OM,Jig.  1  2, 
de  Ao  vers  A,,  puis  de  120  degrés  autour  de  OA,,  de  Aj  vers  Aq;  par 
suite  de  ces  deux  mouvements,  le  pôle  Ao  vient  en  A,,  et  A,  vient  en 
Ao;  le  résultat  final  est  le  même  que  si  le  polyèdre  avait  tourné  de 
>  80  degrés  autour  du  rayon  OG,  ahoutissant  au  milieu  de  l'arc  Ao  A,. 
Or,  les  lieux  apparents  des  sommets  n'ont  pas  été  altérés;  donc  G  est 
l'extrémité  d'vui  axe  d'ordre  pair,  qui  est  évidemment  un  axe  binane. 
Le  dodécaèdre  régulier  ayant  trente  cotés  opposés  deux  a  deux,  le 
nombre  total  des  axes  binaires  sera  égal  à  quinze. 

Aucun  autre  diamètre  de  la  splu  re  no  saurait  être  un  axe  bmaue; 
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car,  quelle  que  fût  sa  position ,  il  forcerait  les  axes  ternaires  à  se 
répéter,  et  l'on  aurait  plus  de  dix  axes  ternaires ,  ce  que  nous  savons 
être  impossible  (théorème  XLIII). 

On  pourrait  aussi  obtenir  les  quinze  axes  binaires ,  en  joignant  deux 
à  deux  les  milieux  des  arêtes  opposées  de  l'icosaèdre  inscrit  MMpM, 

Théorème  LIV.  Les  poljèdres  décemtemaîres  pein'e?it  avoir  pour 
plans  de  symétrie  les  quinze  plans  passant  par  les  six  axes  quinaires 
combinés  deux  à  deux  ;  dans  le  cas  contraire,  ces  poljèdres  n'ont 
aucun  plan  de  symétrie. 

Considérons  en  particulier  un  plan  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  les  sommets  M  et  M3,Jig.  12;  ce  plan  sera  un  plan  de 
symétrie  pour  le  système  des  points  (Aq,  A,),  (A4,  A,),...,  (Mj,  M^), 
(M, ,  Mo),  etc.  ;  il  n'entraîne  donc  pas  la  duplication  du  nombre  des 
axes;  ainsi  rien  ne  s'oppose  à  l'existence  d'un  tel  plan  de  symétrie. 

D'ailleurs  le  plan  MM3  est  perpendiculaire  à  la  droite  KK',  qui  est 
un  axe  binaire  du  système.  Les  homologues  de  ce  plan  sont,  en  tout, 
au  nombre  de  quinze,  savoir  :  ftljMo,  MM,,  MM,,  MM3 ,  MM^;  MoM,, 
M.Mj,  MjM,.,  M3M0,  M,M,  ;  MoM,,  M, Mo,  M0M3,  M3M4,  M^M^. 
Ce  sont  évidenmient  les  seuls  plans  de  symétrie  que  puisse  pos- 
séder le  polyèdre;  pour  toute  autre  position,  le  nombre  des  axes  ter- 
naires deviendrait  supérieur  à  i  o,  ce  qui  ne  peut  être  (théorème  XLIII). 

ha.  Jig.  12  offre  la  disposition  des  soixante  sommets  homologues  de  S 
autour  des  pôles  A,,,  A,,  etc.,  dans  le  cas  où  le  polyèdre  ne  possède 
aucun  plan  de  symétrie. 

Mais  lorsque  les  quinze  plans  de  symétrie  ci-dessus  indiqués  existent 
dans  le  polyèdre ,  le  triangle  SS'S"  est  remplacé  par  un  hexagone;  pour 
ne  pas  surcharger  la  figure,  on  s'est  borné  à  représenter  l'un  de  ces 
hexagones,  celui  qui  environnerait  le  pôle  Bq.  Le  système  des  ho- 
mologues de  S  comprend  alors  cent  vingt  sommets;  pour  certaines 
positions  particulières  de  S,  ce  nombre  peut  se  réduire  à  soixante,  à 
vingt,  et  même  à  douze  sommets.  Ce  dernier  cas  se  réalise,  si  le  som- 
met S  est  situé  à  l'extrémité  de  l'un  des  axes  quinaires  du  système 

Théorème  LV.  Lorsqu'un  polyèdre  dccemtemaire  possède  les  quinze 
plans  de  sjmétrie  indiqués  dans  l'énoncé  du  théorème  précédent,  ces 
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plans  sont  normaux  aux  quinze  axes  binaires,  et  Le  polyèdre  possède 
un  centre  de  symétrie;  il  en  est  dépourvu  dans  le  cas  contraire. 

Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  précédent  que  l'axe 
binaire  KOR',  fi^.  12,  est  normal  au  plan  MjGMAj.  Or  ce  plan  est 
l'un  des  quinze  plans  de  symétrie  du  polyèdre;  donc  chacun  de  ces 
plans  est  normal  à  l'un  des  quinze  axes  binaires:  donc  le  polyèdre 
possède  alors  un  centre  de  symétrie  théorème  XXII  j.  Mais  si  le 
polyèdre  était  dépourvu  de  plans  de  symétrie,  il  ne  pourrait  avoir  de 
centre  de  symétrie,  à  cause  de  ses  axes  binaires  (théorème  XXI  >. 

ÏHiÉORiME  LVI.  Les  polyèdres  décemternaires  ont  deux  modes  dis- 
tincts de  symétrie,  selon  ijuits  ont  ou  non  un  centre  de  symétrie. 
C'est  une  conséquence  des  théorèmes  LIT  et  LA". 
Les  symboles  de  ces  deux  modes  seront 

[6L%    ioL%    i5L%  oC,  oP], 
[6L%   loL»,    I5L^  C,   i5P=]. 

Théoricme  LVII.  Lesaxes  qui  caractérisent  hi  symétrie  des  polyèdres 
(juaterte maires  à  axes  binaires  rectangulaires  entrent  aussi  dans  la 
symétrie  des  polyèdres  décemternaires. 

Choisissons  arbitrairement  ini  sommet  d'axe  ternaire  tel  que  A,, 
Jig.  12  :  le  milieu  G  de  l'un  des  deux  côtés  A,  Aq,  AjA^  adjacents 
au  côté  AoAi,  qui  est  l'opposé  du  sommet  A^  dans  le  pentagone 
AoA.AjAjA^,  sera  l'extrémité  d'un  axe  binaire  (théorème  LUI):  il 
en  sera  de  même  des  points  H,  R  qui  sont  les  homologues  de  G  par 
rapport  à  l'axe  ternaire  OA^.  Dans  le  triangle  sphérique  HGR,  les 
trois  angles  H,  G,  R  sont  droits;  donc  les  trois  côtés  HG.  RG,  HI\ 
sont  égaux  à  90  degrés. 

Les  trois  axes  OG,  OH,  OR  sont  donc  trois  axes  binaires  rectangu- 
laires, et  le  triangle  sphérique  GHR  est  trirectangle.  Le  sommet  Ao  est 
le  centre  de  ce  triangle.  De  même  A^  sera  le  centi'e  du  triangle  trirec- 
tangle GHR',  Bq  celui  du  triangle  trirectangle  GR'H',  H'  étant  l'extré- 
mité inférieure  de  l'axe  011,  et  D,  celui  du  triangle  trirectangle  RGH'. 

Les  quatre  axes  ternaires  OAj,  OA4,  OB,,,  OB,  se  combinent  donc 
avec  trois  axes  binaires  rectangulaires,  dans  les  conditions  de  situation 

ToincXIV.— Jns  lôig.  2^ 
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relative  qui  caractérisent  les  polyèdres  quaterternaires  à  axes  binaires 
rectangulaires. 

Scolie.  A  la  combinaison  OAj,  OA^,  OBq,  OB,  on  pourrait  substi- 
tuer l'une  quelconque  des  quatre  combinaisons  suivantes 

[OAo ,  OA3 ,  OB , .  OB,] ,     [OAo ,  OAo ,  OB3 ,  OB, j , 
[OA,,  OA3,  OBo,  OB^],     [OA,,  OA,,  OB,,  OB,]. 

Théoroie  LVIII.  Les  polyèdres  [6L^,  loL',  i5L-,  oC,  oP]  possè- 
dent tous  les  éléments  de  la  symétrie  des  polyèdres  [4L'',  3  L*,  oC,  oP]; 
/es  polyèdres  [(3L',  loL',  i5L^,  C,  i5P^]  possèdent  tous  les  éléments 
de  la  symétrie  des  polyèdres  [4  L',  3  L^,  C,  3  P-  ]. 

La  partie  de  cet  énoncé,  relative  aux  axes  de  symétrie,  a  déjà  été 
démontrée  dans  le  théorème  précédent;  on  en  conclut  facilement  que 
les  polyèdres  [6L',  loL^,  i5L-,  oC,  oP]  possèdent  tous  les  éléments 
de  la  symétrie  des  polyèdres  [4L^.  3L^,  oC,  oP]. 

.Si,  de  plus,  le  polyèdre  décemternaire  contient  quinze  plans  de  symé- 
trie, les  plans  KG,  GH,  HK  de  la_^g.  12  en  feront  partie,  et  représen- 
teront les  plans  3P*  des  polyèdres  [4L')  3L^,  C,  3P*].  Le  centre  de 
symétrie  C  existant  de  part  et  d'autre,  on  voit  que  la  symétrie  carac- 
térisée par  [4L',  3L^,  C,  5V^]  sera  comprise  dans  celle  plus  complète 
des  polyèdres  [6L=,  loL',  i5L%  C,  i5P=]. 

Nota.  Les  théorèmes  LVII  et  LVIII  n'intéressent  que  d'une  manière 
indirecte  la  théorie  générale  des  polyèdres  symétriques.  Ils  figurent 
ici ,  en  vue  des  applications  que  l'on  peut  en  faire ,  dans  la  cristallo- 
graphie, à  l'oHude  des  corps  du  Système  cubique. 
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Classification    des   polyèdres  d'après    la   nature  de    leur  symétrie, 
avec  indication  du  nombre  minimum  de  leurs  sommets. 


polïèdhk 

SYMBOLE  DE  LA  SYMÉTRIE 
ûa  polyèdre. 

CLASSE 
do  polyèdre. 

NOUBRE  MINIMUM  DES  SUHMETI;  llK 

1"  espèce. 

S"  espèce. 

3*"  espèce. 

1-  espèce. 

asyniélriqui-. 

oL, oC    oP 

l" 

1 

oL,  C,  oP 

2""' 
3me 

4n.e 

2? 

2^ 

2 

1 

oL,  oC,  P 

1  A'ï,  0 L',  oC,  oP 

1  A'9,  0  L',  C ,  n 

5D»e 
6n.e 

4î 

4î 

2^-1-1 
4Î-T-2 
2^-4-1 
47-H3 
2?-t-I 

27 

1   \î1.  al.-:   oT.".   nC.    nV 

■5 

.|     J  v=7)  oL',  oC,  ^P,  çP' 

gme 

'Z. 
a. 

1       A'?,  îL",  îL",  C,  n,  9P',  ,P". ... 

oou  29" 

=  1 

;  A.''-^',  oL",  oC,  oP 

,(,ine 

29-1-1 

'n 

i         \'»+'.  or.',  c.  aP 

c- 

i 

1  ' 

Lv'»"^',  oL',  oC,  n 

,2ine 
,3mc 

'  A'ï+'.'ran-nU.'.   nC.  «p 

ç 

1       A'»+',  oL',  oC,  (2î-l-i)P 

14-e 

1 

■"         A'»+',    (2^+0  LS  C,   (2î-+-l)P' 

iSme 

4Î-+-2 

\  \"i+',  (29-hi)L',  oC,  n,  (iî-t-op. 

l6-« 

2?-*-! 

/     i     1  iL'.  3L'.  oC,  oP 

,-nic 

'S 

KL',  3L',  c,  3P' 

ig.ne 
2on>e 

12 

4 
24 

\  4L',  3L',  oC,  6P 

1    ]    1 

3L',  4L',  6L',  oC,  oP 

1    \    "^    \3L',  4L',  6L',  C,  3P',  6P' 

5,  me 

6 

■  -n    S 

16L',  10 L',  i5L',  oC,  oP 

22me 
.jjme 

60 

12 

J6L',  loL',  i5L',  C,  i5P' 

'  Le  nombre  minimum  des  sommeil  de  1**  espèce  est  égal  a  Sf .  si  7 

=  1.  el  ào,  s 

■/>! 

Ce  tableau  offre  une  classification  îles  polyèdres  en  vingt-trois 
classes,  d'après  les  principes  exposés  dans  ce  Mémoire.  Pour  linter- 
prétation  des  symboles  A,  L,  L',  C,  n,  P,  P',  on  consultera  les  pages  i44 
et  145. 

On  remarquera  que  les  classes  4'"^»  5"**,  jusqu'à  la  16""^  imlusive- 

o3.. 
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ment,  se  subdivisent  elles-mêmes  en  différents  ordres,  d'après  le 
numéro  d'ordre  de  la  sjmétrie  de  l'axe  principal. 

Veut-on,  d'après  ce  tableau,  connaître  les  éléments  intégrants  de 
la  symétrie  d'un  polyèdre  de  la  7""'  classe ,  4™"  ordre?  Son  symbole  sera 

[A\  oLS  oC,  aP,  aP']; 

d'où  l'on  voit  que  ce  polyèdre  possède  un  axe  quaternaire,  quatre 
plans  de  symétrie  passant  par  cet  axe,  et  croisés  à  45  degrés,  deux 
plans  d'une  première  espèce  rectangulaires  entre  eux,  et  deux  autres 
pareillement  rectangulaires  entre  eux,  mais  d'une  autre  espèce  que 
les  précédents,  pas  d'axe  binaire,  ni  de  centre  de  symétrie. 

Les  quatre  dernières  colonnes  font  connaître  le  nombre  minimum 
de  sommets  de  chaque  polyèdre  :  tous  les  sommets  de  même  espèce 
forment  un  système  de  sommets  homologues,  et  il  existe  autant  de 
tels  systèmes  d'homologues  que  d'espèces  différentes  de  sommets, 
dans  le  polyèdre. 

Avec  un  peu  de  réflexion ,  on  trouvera  facilement  la  figure  que  doit 
avoir  le  polyèdre  à  nombre  minimum  de  sommets.  Ainsi  le  polyèdre 
le  plus  simple  sera  : 

Dans  la   i"^"  classe,   le  tétraèdre  irrégulier; 

Dans  la  a""*"  classe,  l'octaèdre  irrégulier  à  bases  parallélogram- 
miques  : 

Dans  la   S™""  classe,   le   triangle  scalène; 

Dans  la    19""*  classe,  le  tétraèdre  régulier; 

Dans  la  ai""^  classe,   l'octaèdre  régulier; 

Dans  la  aS""*  classe,   l'icosaèdre  régulier,  etc. 
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MÉMOIRE 

Sur  /'équation  dijférentielle  à  laquelle  .satisfont  les  séries 

l  ±:  2f/  -t-  2  (/  '  ±   '2(j'  -h . . .  . 
^\/q  -h  2  \Jq'  +  2  \Jq-'  -+-...; 

Par  m    C  -g  -J    JACOBI 


Extrait  du  Joiiinal  de  M.  Crklle,  tomeXXXlV.  — Traduction  de  M.  Puisf.lx. 


Le  problème  de  définir  par  une  équation  différentielle  une  fonction 
donnée  est,  en  général,  indéterminé;  car,  au  moyen  de  lécpiation 
qui  a  lieu  entre  la  fonction  et  la  variable  indépendante,  on  peut 
transformer  l'équation  différentielle  d'une  infinité  de  manières.  Mais  le 
problème  devient  déterminé  si,  la  fonction  n'étant  pas  algébrique,  il 
s'agit,  comme  on  le  sous-entend  ordinairement,  de  trouver  une  équa- 
tion algébrique  entre  la  variable  indépendante ,  la  fonction  et  ses 
dérivées.  Parmi  toutes  les  équations  différentielles  de  cette  sorte  aux- 
quelles une  mètne  fonction  satisfait,  il  y  en  a  une  de  l'ordre  le  moins 
élevé  possible  et  dont  les  autres  se  déduisent  par  la  différentiation. 
C'est  de  celle-là  qu'il  sera  question  dans  ce  Mémoire  quand  on  parlera 
de  l'équation  différentielle  à  laquelle  une  fonction  satisfait.  Si  l'on 
lend  le  premier  membre  rationnel  et  entier,  le  second  étant  zéro,  le 
plus  haut  exposant  dont  se  trouvera  affectée  la  dérivée  de  l'ordre  le 
plus  élevé  sera  appelé  le  de^ré  de  l'équation. 

On  n'a  pas  de  méthode  générale  pour  reconnaître  s'il  existe  tuie 
pareille  équation  différentielle  finie  entre  la  fonction  et  la  variable 
indépendante,  ou  poiu-  la  trouver,  en  supposant  qu'on  soit  assuré 
de  son  existence.  Dans  le  cas  seulement  oîi  la  fonction  satisfait  à  une 
équation   différentielle   linéaire,    on    a   quelques   procédés   généraux 
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pour  s'en  assurer  et  former  l'équation  différentielle  elle-même.  Si  l'on 

considère  en  particulier  la  série 

dont  la  loi  est  si  simple,  il  n'y  a,  malgré  cette  simplicité,  aucun 
moyen  de  reconnaître ,  par  la  considération  de  la  séiie  elle-même,  si 
elle  peut  être  définie  par  une  équation  différentielle  finie,  c'est-à-dire 
par  une  équation  algébrique  entre  la  varialile  indépendante,  la  fonc- 
tion et  ses  dérivées.  Et ,  s'il  est  possible  de  trouver  une  pareille  équa- 
tion à  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  quelles  consi- 
dérations indirectes  et  compliquées  ne  faut-il  pas  recourir!  On  est 
obligé  de  montrer  d'abord  que  les  quantités  j-  et  q  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  d'une  troisième  variable  /f  à  Faide  des  équations  transcen- 
dantes 


Jç,        \lcos-  ç  -f-  X  '  sin'  s 


log- 


Bien  que  les  méthodes  variées  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
permettent  d'abréger  la  démonstration  de  ce  théorème  remarquable, 
on  n'v  parvient  cependant  que  par  une  longue  chaîne  de  propositions 
délicates.  Cela  fait,  on  prouve  que  le  numérateur  et  le  dénominateur 

de  l'expression  de  log  -  satisfont  l'un  et  l'autre  à  une  même  équation 

différentielle  du  second  ordre,  où  k  est  la  variable  indépendante.  Alors 

il  devient  possible  d  expnmer  en  j  et  k  le   rapport  —jr-->    et,    par 

suite ,  de  remplacer,  dans  l'équation  différentielle  du  second  ordre  qui 
a  lieu  entre  y  et  A ,  les  dérivées  de  j  prises  par  rapport  à  k  par 
d'autres  prises  par  rapport  à  q.  On  obtient  ainsi  une  équation  qu; 
détermine  A  au  moyen  de  j  et  de  ses  dérivées  relatives  à  q.  Enfin,  par 
une  nouvelle  différentiation  et  par  l'élimination  de  A,  on  trouve  entre  ^' 
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et  ses  dérivées  prises  par  rapport  à  q,  une  équation  du  troisième  ordre 
et  du  second  degré,  qui  est  réquafion  différentielle  demandée.  Rela- 
tivement à  ^  et  à  ses  dérivées,  elle  monte  à  la  quatorzième  diiuensioti  : 
aussi,  malgré  tout  ce  que  nous  savons  sur  les  formes  quadratiques,  il 
serait  sans  doute  difficile  de  la  vérifier  par  la  substitution  immédiate 
de  la  série.  Je  veux  donner  ici,  avec  quelques  détails,  le  calcul  assez 
|)énible  qui  conduit  à  cette  équation  différentielle,  dont  la  complica- 
tion contraste  singulièrement  avec  la  simplicité  de  la  série  proposée. 
La  substitution 


/   sin  « 

sui  à  =  — —î-i     V  '  —  «"  sm''  <b  - 

A' 

COSi];  _       ^       , 

A 

où  l'on  a 

/f'  =  V  . 

-k',      A  =:  v'i— /t^-sin^'a. 

donne 

d],          _       rfy 

y/ 1  —  X  '  sin'  ij)               ^ 

et ,  par  suite ,  les  équations 

|/.4  =  *•■/$• 

/   \  -         I     /'sin' »  </»  f  coi' a  ds 

1     /*cos'  <f  dtf ,^j   Tsin'  y  d-0 

\  J    '^^        ~        J        ^        ' 

où  les  intégrales,  comme  dans  tout  (e  (pii  suivra,  doivent  être  sup- 
posées prises  de  o  à  -  ;:.  Si  Ion  désigne  la  fonction  complète  de  pre- 
mière espèce  par 

R  =  (\      '•         ^ 
.  /  »/ 1  —  *'  sin'  o 


AK  = 


i84  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

En  différentiant  ces  trois  intégrales  par  rapport  à  A^,  et  ayant  égard 
aux  formules  (i^,  on  obtient  les  équations  suivantes  ; 


(IK    I     rsin-f(l(f I       /*cos''5 

tl  .  A-  2  J         Â^^   ~  2k''  J         ï 


r/ 
"cl 


JT^  =  h'ft  =  2U'J^'^^' 

l.i'K.  I        rcos'fdtf  I       rsin'tfdif 


La  dernière  se  trouve  aisément ,  si  l'on  observe  que  d .  k^  ^  —  d .  k'^ 
On  a,  de  plus,  en  ayant  de  nouveau  égard  aux  équations  (i), 

,      (*/;'' COS- o  da  /"cos^ç  fl  \    . 

J  ^  _       J  sin'y  Va  /       _  i_    r/co£|        cos^  \  J  i   r^ 

d.i-  .  d.A'  2j\     A  A      /      '  aj    A 

d.J^^d,^d.Jy^^-^n'^dy^         .      r^ 
/cos'ç        .  ,  ,     rsin^o     /( 


COSÇ  .    ,        . 

jy^-hsm'^d^ 


d.k' 


1       r/ Â'^sixi''<fd<f        sin'(jirftp\  i       /"rftp 

~  2F'  j  \         Â^  '  Â       j  ~  2F  J  T' 

Si  donc  on  pose 

R=:-7r.A,     kK  =  -n.  A,,     k'K  =  -n.A2, 


et,  en  outre, 


FJ-T--2"-»- 
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'''*    —       '       R  ''^    —  i  A  • 

d.k''  ik''k"'      '  d.l.'         2       ' 

rfAi     _       I  ^B^ l_ 

I   rfA, i_  _  rfB.   _  _i_ 

i.a  première  de  ces  équations  montre  que  A  satisfait  à  l'équation  dil- 
férentielle  du  second  ordre 

tH'         I 

7  A  , 


d.i'  4 

OU.  en  faisant,  pour  abréger, 


à  l'équation  différentielle 


'■'i  =  d.\os^  =  ril, 


di    -'C  '^  ^ 

Cette  équation   différentielle  ne  change  pas,   quand   on  y  change 
A-  en  k.  La  quantité 

J  ^  i  —  k''s\n-  -3 
en  est  donc  aussi  une  intégrale.  Des  deux  équations 

^  =  iA-^A-"A,      '!-^  =  lkH'^K\ 

dl-  [\  dl-  4 


suit 


et,  en  intégrant, 


.  rf'K'        ^,d\K 


où  a  est  une  constante.  Cette  équation  peut  être  écrite 


d.^  ..^ 

A  a  A 

=  —     ou 


dl  A'  rf./i'  k'k'  .  \ 

Tome\lV.-Jci.i  i»49.  2j 
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La  traction  -p-, — -,  =:  .  "       peut  se  développer  pour  de  petites  valeurs 

de  k  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  A-,  et 
commençant  par  l'unité;  d'où  il  suit,  par  l'intégration  ,  que,  pour  les 

petites  valeurs  de  A ,  la  valeur  de  —  =  '^—  est,  aux  quantités  près  de 

l'ordre  A"*, 

alogA=  -V-  /5, 

jS  désignant  une  nouvelle  constante.  Euler  a  trouvé  les  valeurs  de  a 
et  de  p  dans  les  Opuscula  varii  arguinend,  savoir  : 

a=-^,     ,'S  =  log4. 
En  substituant  la  valeur  de  a.  et  posant 

,  ttK'  2K' 


x'-a;      f-'Ai 


V-' "•"/  (i,[0^q         "  '        rf.log^  ''       d.logg  -' 

Si,  à  l'aide  des  formules  (i),  on  introduit  la  différentielle  de  logf/ 

à  la  place  de  d.  A^,  les  formules  [■>.)  deviennent 

^  =  iBA%  ;^  =  iA:U'='A% 

ri  log  «7         2  n'og?         2 

(4)  /^  =  Ib,A?,  ^=_i^A?, 

^   '  1  f/ log  7         2     '      >  f/log?  2  X'       ' 

rfA,  i^  ^B^    _  '  ^'-    A3 


on 

trouve 

(3; 

d.logq 

d.k^  ~ 

I 

X' 

X"A'  ■ 

ou 

encore 

<A  l 

,.r> 

d. 

-^     -^  A2 

rf 

■log^ 

Si  donc  on  pose 

A  — 1.      A    — — .     A    — -i . 

et  qu'on  indique  par  des  accents  les  dérivées  des  fonctions  C ,  prises 
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par  rapport  à  log  r/ ,  on  aura 

(5)  4Cm:"=  -  A■^Â:'^    4c;'c",  =^,    4C^C  =  ^- 

Je  remarque  inainleuaiU  que,  si  clans  l'expression 


v'4  A  -(-  >  —  ' 

v/4  /i  H-  1  +  I 

on  substitue  f)our  h  les  trois  quantités  précédentes 

,,   ,J2  ^  Al 

en  prenant  pour  la  deuxième  le  radical  négativement,  on  trouve 

c'est-aclire,  d'après  les  équations  (3 /)/i) ,  les  trois  quantités  dont  les 
logarithmes  ont  pour  différentielles 

A^<^/log</,     AJf^log^,      A^rflogf/, 
ou  bien 

c    '       c?    '       c^    ■ 
mais  on  a 


^j     y/4/'  +  '-  '  _      ''^'       _  ^^'"b'^' 


Si  donc  on  substitue   i)our  /;  dans  -  . ,  les  trois   valeurs  (j),    on 

'  V  4  "  +  ■ 

obtiendra 

c    '      c;    ■       c; 
Il  suit  de  là  cpie  la  même  équation  différentielle 

,  6)  d  log  C  C"  =  v'i6CHy'  +  iî^ 

a  lieu   pour  les  trois  quantités  C,  C,,  Cj ,   pourvu  qu'on  prenne  ie 
radical  négativement  quand  on  met  C,   à  la  place  de  C.  En  rendant 

24.. 
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cette  équation  rationnelle,  on  trouve,  pour  les  trois  fonctionv 

la  uièaie  équation  différentielle  du  troisième  ordre  et  du  second  degré 
(7)  C=  (CC"  -+-  3 C'C")'  =  C"- (  1 6 C C"  +  I )• 

Si  Ton  pose 

et  qu'on  indique  encore  par  des  accents  les  dérivées  de  y  prises  par 
rapport  à  log^,  on  trouve  successivement 

C  =  -  2  j-'y,     C"  =  -  o.y-'  f  +  <àj-'  f\ 

C  =  —  2j~^y  -f-  i8j-"' j\r"  —  "^4  J~^J'^ 

et.  par  suite, 

CC"  +  3C'C"  =  —  2  j-'j'"  -t-  3o j~*/'j'  —  ()oj"-' j". 

Alors  l'équation  différentielle  17)  devient,  en  la  multipliant  par  7  j'% 


(8)  I 


(  {ff"  -  '^Jr'j"  +  3o j",)'  +  3a(j7"  -  3j"f 


'  f°'  ff"  -  3j 


2\2 


Aux  trois  valeurs  de  C  correspondent  trois  valeurs  de  y  qui  satisfont 
à  cette  équation ,  savoir  : 

/2K.  /2ÂK  /ik'K 

Vt'  V—'  y-v- 

Si  donc  on  a  égard  aux  développements  en  séries  ordonnées,  suivant 
les  puissances  de  (/  que  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  fournit  pour 
ces  quantités,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Théorioie.  Si  L'on  désigne  par  }■  une  des  tmis  séries 

I  ±  2(j  -^  iq''  ±:  a 9'  -H  2ç'°  =t  a^^^  +  ..., 

et  qu'on  prenne  dlo^q  pour  la  différentielle  constante,  il  existe  entre 
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y  cl  (y  l'équation  différentielle  suivante  du  troisième  ordre  et  du  second 

{j''l'j  -  i^d/d^j  -f-  iodj\-  +  'ii{jd'j  -  '!>dj^\' 

=  r%jd\r-'iclj'Y{d\o^qY. 

Les  deux  séries 

I  +  i(j  -\-  a</*  -I-  2^°  +  ...  ~  V  —  ' 

i  —  iq  +  %(j*  —  ac/"  -H  ...  =  W , 

qui  satisfont  toutes  deux  à  l'équation  différentielle  précédente,  se  dé- 
duisent l'une  de  l'autre  par  le  changement  de  q  en  —  q.  Plus  générale- 
ment, comme  l'équation  différentielle  (8)  ne  contient  pas  la  variable  '/ 
elle-même,  mais  seulement  des  différentielles  prises  par  rapport  à  logiy. 
on  peut,  de  chaque  expression  de  )'  qui  satisfait  à  cette  équation,  en 
déduire  lUie  autre  par  la  substitution  de  a</  à  la  place  de  y,  a  étant 
une  constante  arbitraire.  Si  dans  la  série 

■X^q{l  +  q-  -+-  q"  +  q''  +  q'"  +    ...)^y^—-, 

qui  est  une  solution  de  l'équation  différentielle  (8),  on  change  q  en  —  q. 
ce  qui  revient  à  poser  a  =  —  1,  cette  série  se  trouve  multipliée  par 
une  racine  huitième  de  l'unité.  L'équation  différentielle  8)  ne  doit 
donc  pas  changer  quand  on  y  multiplie  j-  par  une  racine  huitième  de 
l'unité,  c'est-à-dire  que  les  dimensions  de  ses  termes,  évaluées  par 
rapport  à  j-  et  à  ses  dérivées,  doivent  différer  entre  elles  de  nudtiples 
de  8.  El,  en  effet,  par  rapport  à  ^"  et  à  ses  dérivées,  les  termes  du  pre- 
mier membre  sont  de  la  sixième  dimension,  tandis  que  ceux  du  second 
sont  de  la  quatorzième. 
L'équation 

reste  la  même,   quand  on  y  change  q  en  q"\  et  en  même  temps    )■ 

en  -^  (ou  C.  en  v'"C).  Il  suit  de  là  que,  ctatil  donnée  une  Jonction 
sjni 
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qui  satisfait  à  l'écjuation  différentielle  (8),  on  en  déduit  une  autre  c/ui 
satisfait  à  la  même  équation,  en  multipliant  la  fonction  donnée  par  \Jm 
et  changeant  en  même  temps  q  en  q'".  Il  faut  donc  que,  dans  chaque 
terme  de  l'équation  (8),  la  somme  des  ordres  des  dérivées,  moins  le 
quart  de  la  dimension  de  ce  terme  évaluée  par  rapport  à  j-  et  à  ses 
dérivées,  soit  toujours  un  même  nombre,  ou  que  la  différence  entre 
les  sommes  des  ordres  des  dérivées  dans  deux  termes  quelconques  soit 
égale  au  quart  de  la  différence  de  leurs  dimensions.  C'est  bien  ce  qui 
a  lieu,  car  le  quai  t  de  la  différence  des  dimensions  des  termes  du 
premier  et  du  second  membre  est 

^(i4-6)  =  2, 

et  la  différence  exire  les  sommes  des  ordres  des  dérivées  est  de  même 
6-4=2. 

On  démontre,  dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques,  que,  par  le  changement  de  q  en  q'".  m  étant  un  nombre 

rationnel  quelconque,  la  fonction  complète  R  (et  par  conséquent  aussi 

C  =  ;^  ]  est  multipliée  par  un  facteur  qui  est  une  fonction  algébrique 

de  k.  Soit  g  ce  facteur;  il  suit  de  ce  qui  précède  que  l'équation  diffé- 
rentielle f^)  étant  satisfaite  par  la  fonction  C,  doit  l'être  aussi  par  la 

fonction  ^^-  H  v  a  donc  une  infmité  de  cas  dans  lesquels  deux  inté- 

\'m  ■  ' 

grales  de  l'équation  (7)  peuvent  se  déduire  l'une  de  lautre,  en  multi- 
pliant l'une  d'elles  par  une  fonction  algébrique  de  k.  Si,  en  général, 

on  désigne  par  /'  un  facteur  tel  que  JC  =  ^.  mis  à  la  place  de  C, 

satisfasse  encore  à  l'équation  (7),  on  peut  trouver,  comme  il  suit, 
l'équation  qui  a  lieu  entre  ce  facteur  f  et  le  module  A. 

L'équation  différentielle  (7)  entre  C  et  q  a  été  trouvée  par  l'élimi- 
nation de  k^  k''  entre  les  équations 
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dont  la  seconde  est  une  conséquence  de  l'équation 

Celle-ci  nous  donne  pf)ur  une  Jonction  quelconque  //  - 

et  log  tj  fil 

Si  Ton  pose 

D=/.C. 

et  qu  on  indique  par  des  accents  les  dérivées  de  D  et  de  J  prises  par 
rapport  à  logy.  comme  on  l'a  fait  pour  les  dérivées  de  ^t',  C  et  it .  il 
vient 

1)"  =  /C"-^  a/'C-hyC. 
Un  a  donc 

^  -^  -^  "log  7 

=  -M'k'k''  +  !xj''^, 

dl        d  log  <7 

Si  I  on  fait 

et  qu'on  su|)pose  la  fonction  y  iléterminée  de  iaçon  qu  on  aU 


V  " 

V4H-+-1      /• 

on  a  les  ^ 

deux  équations 

(1  il 

4D»D" 

_„          ./lo,H 

_  ''  'og  7 

t/4  H  -n 

D' 

Si  l'on  élimine  H  entre  ces  équations,  on  obtient  entic  D  et  q  une  équa- 
tion différentielle  qui  est  la  même  qu'on  a  trouvée  entre  C  et  (y.  D'uii 
autre  côté,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  (10)  la  valeur  de  H  donnée 
par  la  formule  (9),  on  obtient  entre  j  et  k  une  équation  différentielle 
du  troisième  ordre,  qui.  en  faisant 

Z^losA, 
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ou 

^"  -k 
devient 

^,a)  A-/*(S)=H^+4H'. 

et  ou  la  lettre  H,  en  vertu  de  l'équation  (9^ ,  désigne  la  quantité 

(.3)  4,;y.g-f^w,/.f-i^  =  H 

(lomme  la  fonction 

est  une  intégrale  de  Tequation  (7),  pourvu  que  y  soit  une  intégrale 
de  l'équation  (iq),  de  même  et  réciproquement  la  quantité 

sera  une  intégrale  de  l'équation  {ii),  si  D  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (7).  En  effet,  quand  on  pose 

4D'D'  =H, 

l'équation  7  ,  a  laquelle  D  satisfait,  se  change  dans  l'équation  (10). 
Si  donc  on  détermine  /  par  l'équation 

2K      -^ 

on  obtiendra  pour  H,  en  différentiant  deux  fois,  la  valeur  (9),  et,  en  la 

substituant  dans  l'équation  (10),  on  trouvera  l'équation  différentielle  (12). 

Il  suit  des  équations  (3  bis,  et  (5)  qu'on   peut,  sans  changer  ^/logç 

L: 

et  l'équation  (7),  mettre  y,-  et  A-^  à  la  place  de  —  jr,^  pourvu  qu'en 
même  temps  on  change  K  en  kK  et  k'K.  Si  donc /(A,)  désigne  une 
quelconque  des  intégrales  de  l'équation  (12),  non-seulement 


-   /(-)■ 
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mais  encore  les  fonctions 


^/(-p)-  ,-^ /'-*■' 


seront  des  intégrales  de  l'équation  (7).  Récipro(juement,  si  D  est  inie 
quelconque  des  intégrales  de  l'équation  (7;,  les  fonctions 

^D,     i^D,     i^D 

77  '  ÎT  '277 

seront  des  intégrales  de  l'équation  (12),  pourvu  que  dans  cette  équa- 
tion A,  représente  respectivement  les  quantités 

r^'     ~F'     "''  • 

L'équation  différentielle  (12)  est  satisfaite  par  une  infinité  de  valeiu-s 
algébriques  de  J  qui  ne  différent  que  par  un  facteur  numérique  des 
valeurs  du  multiplicateur  M  qui  se  présente  dans  la  théorie  de  la  mul- 
tiplication (les  fonctions  elliptiques.  L'équation  algébrique  entre  le 
module  donné  k  et  le  module  transformé  À  étant  connue,  le  carré 
de  ce  multiplicateur  est  donné  rationnelKuicnt  en  /■  et  ).  par  la  ioruaiie 
générale 

w)  «'  =  ^^& 

où  n  désigne  l'ordre  de  la  transformation.  Outre  cela,  on  a,  entre  les 
deux  premières  dérivées  de  M  par  rapport  à  A  et  la  première  dérivée 
de  X.  l'équation  différentielle 

Dans  les  Funiinmenta  {page ']n)  on  a  déduit  des  équations  (i4  et 
^i  5),  par  l'élimination  deM,  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 
qui  a  lieu  entre  deux  modules  susce|)tibles  d'être  transformés  l'un  dans 
l'autre.  .Mais  si  entre  les  deux  mêmes  équations  différentielles  on  éli- 
mine au  lieu  de  M  le  module  transformé  X,  on  obtient  pour  y  «.M  la 
même  équation  différentielle  qu'on  a  trouvée  ci-des>us  pour  J,  et  qui 
est  indépendante  de  l'ordre  de  la  transformation.  On  peut,  en  effet. 
Tome  XIV.  —  Jci»  1849.  '^-^ 
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en  posant 

remplacer  les  deux  équations  (i4)  et  (i5)  par  les  deux  suivantes  : 
^ «==  ( -  4 MU-^  A^^  -f  4 M^  '^)  =  -  À- 1" , 

Mais  si  l'on  fait 

H=--Xn'%     /=vn.M. 

les  équations  (g)  et  (to)  reviennent  aux  équations  (i6);  les  fonctions 
\n.M  sont  donc  des  intégrales,  et  des  intégrales  algébriques,  de 
l'équation  différentielle  entre  y  et  k,  =  ^• 

Les  équations  différentielles  en  C  et  j,  établies  plus  haut  ,  ont  été 
déduites  de  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont  A 
et  K'  sont  des  intégrales  particulières ,  combinée  avec  l'équation 

^  I^'  ^  /-! 


-m' 


AH- 


Si  l'on  met  pour  K  et  K'  les  deux  intégrales  complètes  de  la  première, 
savoir  : 

Q  =  rtR  +  v^/pR',     Q'=rt'R'-4-V^  h'K, 

il  vient 

,    —  -Q'  _  («a'  +  bb'j  d.  k'- 


h'k 


t.'>/^ 


V^) 


Il  suit  de  là  que,  dans  les  équations  différentielles  trouvées  entre 
K,  À  et  (y ,  on  peut,  au  lieu  de  R  et  de  log  q ,  mettre  généralement  les 
quantités 

'-^=      -^      -^- 

v'o«'  +  bb'  V 
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L'intégrale  complète  des  équations  (lijjérentielles  (7)  et  (8)  est  donc 
fournie  par  le  système  ries  deux  équations 


I,  Tz'a'K'  -^\J—ib'K) 

loi<  (/  = = ■■ 

\      "  '  «  K  -I-  V  —  I  *  K' 

OÙ  a,  h,  a',  b'  désignent  des  constantes  arbiti aires ,  et  oii  les  quantités  R 
et  R'  sont  des  fonctions  donru-es  dune  tioisième  quantité  k,  saw>ir ,  les 
fondions  elliptiques  complètes  de  première  espèce  pour  les  niodulei  A  et 

En  posant 

K' 

d'où  il  suit 

on  drdiiit  de  la  seconde  des  équations  (17), 

,  Tzia'r  —  ^—  1  b') 


2R  T  4'""  9^' 

—  i  +  ae     -+-2  6       -+-2e 


a  —  y'  —  1  br 
et,  par  conséquent, 

a  loe  a  +  J —  1  b'ic  ,  faa'  -+-  bb')  ir 

/-  =  "  _. ,       rt  —  ^  —   I  /y/  = ^ 

a'TS  +  \l —  l6logi7  a'T:-\-\  —  iftlogy 

La  valeur  complète  de  jr,  exprimée  en  x,  devient 


fa  —  V  —  i  br     i  -ni  4»/-  9^^'  \ 

r  =^  \  1-4-0.6      -1-26        -4-ae         -*-••.) 

Si  dans  ces  formules  on  met  a,  h,  a',  b\  au  lieu  de 
a  b  a'  b' 


Sjoa'+bb'         >Jaa'  +  bb'         \Jaa'-\-bb'         \aa'  +  bb' 

25.. 
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et  qu'on  fasse 

on  obtient  le  théorème  suivant  : 
La  série 

j  =  i-i-2e     -+■  ie       -+-7.6       -h..., 

^ntisjnit  à  r équation  différentielle  du  troisième  ordre 

J'rl'j  —  I  "^ijdjd^j  -t-  Zodj^Y  -h  32  [jd^j  —  "idj^y 

f/rt/M  laquelle  do  est  la  rliffërentielle  constante ,  et  l'intégrale  lomplete 
de  cette  équation  différentielle  est 


1  -h  le 

-f-  ae""  ■    -J-  2  e- 

\'a'  H-  v'^i  *p 

r  = 

ap  -f-  V— 7  b' 
a'  -+-  \/  —  I  bf> 

et  où  a,  a',  h,  h'  désignent  des  constantes  arbitraires ,  mais  assujet- 
ties toutefois  à  vérifier  la  relation 

aa'  -\-  bb'  =  i . 

On  peut  déduire  ce  théorème  du  premier  théorème  donné  plus 
haut,  en  démontrant  : 

Que  si ,  ayant  fait  r.fi  =  logy,  on  désigne  par  y  ^J{^p)  une  inté- 
grale particulière  quelconquede  l'équation  différentielle  (8)^  et  qu'on  pose 

/•=  — — — 1     ou     aa  -h  ofy  =  i, 

a'  ■+-  V  —  •  bç, 
la  fmction 

Vn'  + v'— «  bf 
est  l'intégrale  complète  de  V équation  (8). 

C'est  ce  qu'on  démontre  aisément  comme  il  suit  : 

I/équation   différentielle  (8),  quand  on   y  fait  j- =  C  ',  se  change 
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dans  l'équation  différentielle  (7),  qui  résulte,  comme  nous  lavons  vu  , 
de  l'élimination  de  H  entre  les  deux  équations 

'     vTTTh        C' 
Si  l'on  pose 

et  qu'on   prenne    pour  C   une  intégrale   particulière  quelconque    de 
l'équation  différentielle  (7), 

les  deux  équations  précédentes  deviennent,  en  se  servant,  pour  indi- 
quer les  dérivées,  de  la  notation  de  Lagrange, 

En  écrivant  /•  à  la  place  de  p,  on  aura  à  la  fois  deux  équations  de  la 
forme 

/     /  \j     «/   \  îTi  rflogH,  ndr 

^^  •*   ^  ^  -^  v/n-4H,       ?W 

Soient  a ,  b,  a',  b'  des  constantes  pour  lesquelles  on  ait 

aa'  -4-  bb'  =  i, 
et 


yZ-i  b' 


,     dr  = 


a'  -H  \j — lAp  (a'  +  ^— i  ép)' 

puis 

Hp)  =  (rt'  +  vir7/,p)<p(r): 

on  trouve,  en  diftérentiant  deux  fois, 


a'  4-  v'— I  éf 


et ,  par  suite . 
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D'après  ceia ,  et  en  ayant  égard  à  la  formule 

dr  dp  do 


bp)'',f{rY         ^[pr- 
ou voil  que  les  deux  équations 

,       .    \i     II  I    \  ITT  dioaH,  n  dr 

se  changent  dans  les  deux  équations  toutes  pareilles 

/    1       \i    \  "  f    •■  2  Ti  «^logH,  ndp 

Il  suit  de  Ih  que  la  fonction 

est,  aussi  bien  que  <p{p)f  une  intégrale  de  l'équation   7);  donc  aussi  la 
(onction 

/{'■) 


><:/=)] 


\a'  -h  \/ — I  bp 

est  une  intégrale  de  l'équation  ''8)  ;  et  ce  sont  bien  là  les  intégrales 
complètes  de  ces  deux  équations  différentielles ,  puisqu'elles  contiennent 
trois  constantes  arbitraires. 

On  a  vu,  ci-dessus,  que  la  série 

^V^7  +  2  ^(7»  +  -2  sj(f'  +  2  y/7^'  +  . . . 

est  une  intégrale  de  l'équation  (8).  On  peut  donc,  au  moyen  du  théo- 
rème qui  vient  d'être  démontré,  déduire  aussi  de  cette  série  l'intégrale 
complète  de  l'équation  (8),  et  il  faut  que  l'intégrale  ainsi  trouvée  com- 
prenne l'intégrale  complète  qu'on  a  obtenue  sous  une  autre  forme.  Il 
est  donc  toujours  possible  de  déterminer  les  constantes  a  ,  b ,  a' ,  h' 
dans  l'expression 

flp-(-y' —  I  b' 

a'  -i-  \/  —  i  bp 
de  sorte  qu'on  ait 


ya'-t-  v/— I  bp 


9  '13 

-izp  -jr,p 
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l^a  théorie  des  fonctions  elliptiques  enseigne  que  cette  (Jélermiiiation 
est  possible  d'une  infinité  de  manières.  11  résulte,  en  effet,  de  la  théorie 
des  formes  en  nombre  infini  de  la  transcendante  0  [*],  que  l'équation 
précédente  a  toujours  lieu,  lorsque  les  nombres  rt,  b,  a' ,  h'  étant  des 
entiers  positifs  ou  négatifs,  a,  a'  el  b  sont  impairs,  et  que  les  restes 
de  la  division  de  n'  et  de  b  par  4  sont  inégaux.  Le  s:gne  de  fa  racine 
carrée  c^ui  Jorme  le  dénominateur  dans  la  formufe  précédente,  dépend 

de  la  valeur  de  la  (juantité  désignée  par  (  -;- 1  dans  la  théorie  des 

résidus  quadratiques.  On  peut  arriver  de  deux  manières  à  cette  déter- 
mination du  signe,  soit  au  moyen  d'un  développement  en  fraction 
continue,  soit  à  l'aide  des  sommes  considérées  parGauss,  dans  le 
Mémoire  intitulé  :  Suminalio  serierwn  qnarunduin  singula:  ium. 
L'équation  précédente  aura  toujours  lieu  en  supposant  a  et  b  impairs, 
pourvu  qu'on  multiplie  un  de  ses  deux  membres  par  une  racine  hui- 
tième de  l'unité.  Si  les  nombres  a  et  h  sont  l'un  pair  et  l'autre  impair, 
on  a  l'équation 


V  a'  +  V — I  bp 


ou  ô*  désigne  une  racme  huitième  de  l'unité,  et  où  l'on  doit  prendre 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant  que  des  deux  nombres 
a'  et  h  l'un  est  pair  et  l'autre  impair,  ou  que  tous  deux  sont  unpairs. 

Les  développements  en  série  qui  précèdent  supposent  que  les  parties 
réelles  des  quantités  p  et  r  sont  négatives.  Si  p  remplit  cette  condi- 
tion ,  mais  qu'elle  n'ait  pas  lieu  pour  r.  on  peut  multiplier  les  constantes 
n  et  b'  par  y  —  i  »  ef  diviser  les  constantes  a'  et  b  par  \  —  1 ,  de  façon 
qu'on  ait  toujours 

an'  -h  bh'  =  1  . 

et  que  /•  se  changeant  en  — /•  acquière  une  partie  réelle  négative. 
Pour  des  valeurs  réelles  quelconques  des  constantes  arbitraires  a.  a'. 


*    J'ai  développi;  ceUe  tht'orif  (l;ms  plusieurs  leçons  faites  à  l'I'nivei-siti-  de  Kœnij;!»- 
berg,  et  je  me  propose  <le  la  publier  d.ins  une  aulre  orcision. 
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h,  h',  si  la  partie  réelle  de  p  est  négative,  celle  de  r  sein  aussi  toujoun 
Tiégative.  En  effet,  si  l'on  pose 

0  =  —  Po  +  |0.  V—  1. 
on  aura 

a'  —  è  p,  —  i  p»  V  —  I 

_  _  p.  +  \/— I  [(a'— épi)  (ap,  +  6.)  —  fl^ipH. 
fa'  -+-  èp,)'-l-  *'?! 

d'où  résulte  la  proposition  qu'on  vient  d'énoncer. 
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Sur  les  équations  différentielles  de  la  dynamique  réduites  au 
plus  petit  nombre  possible  de   variables  ; 

Par  m.  Jules  VIEILLE. 


Soient  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,  etc.,  les  équations  de  condition  qui 
existent  entre  les  coordonnées  x,  j,  z,  x',  etc.,  des  différents  points 
d'un  système  en  mouvement,  et  qui  sont  données  par  la  nature  de 
chaque  problème.  Désignons  par  ii  le  nombre  des  points  matériels, 
par  i  le  nombre  de  ces  équations  de  condition.  On  peut  en  tirer  les 
valeurs  de  i  coordonnées  en  fonction  des  5«  —  /  autres,  ou,  plus  géné- 
ralement, on  peut  concevoir  que  les  3«  coordonnées  soient  remplacées 
par  des  fonctions  connues  de  Zn  —  i  nouvelles  variables  5,  ^,  (^,  etc., 
et,  par  celte  transformation,  on  sait  que  la  formule  générale  de  la 
dynamique 

/  0      2  [(x  -  m'-^)  ^x  ^  (Y  -  ,n±f)  ùj  ^{z-m  ^^  o^z\=  o 

se  partage  en  'in  —  i  équations  distinctes,  qui  suffisent  pour  déter- 
miner les  valeurs  de  $,  o,  6,  etc.,  en  fonction  du  temps. 

Lagrangc  a  donné,  dans  la  deuxième  partie  de  la  Mdcanicjue  analy- 
tique, une  forme  remarquable  à  ces  équations  différentielles.  Ce  qui 
les  caractérise  et  les  rend  éminemment  propres  à  la  résolution  de  la 
plupart  des  problèmes,  c'est  que  les  termes  différentiels  qu'elles  ren- 
ferment proviennent  uniquement  d'une  seule  fonction  T,  qui  n'est 
autre  que  la  demi-somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  du  système. 

Cependant  («es  équations,  si  utiles,  sont  omises  dans  les  Traités  de 
mécanique  les  plus  répandus. 

La  démonstration  de  Lagrange  n'est  pas  complète.  Elle  suppose,  en 
effet,  que  l'expression  de  chaque  diffi'rentielle  dx,  en  fonction  des 
nouvelles  variables  Ô,  9,  ij>,  etc.,  ne  diffère  de  la  variation  correspon- 
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dante  âx  que  par  le  changement  du  d  en  â.  Or  cela  est  bien  vrai, 
lorsque  la  fonction  des  variables  9,  cp ,  i]; ,  etc.,  que  ar  représente,  ne 
contient  pas  le  temps  t  explicitement.  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi,  si  se 
est  une  fonction  explicite  de  f  et  de  9,  ç,  i|;,  etc.  ;  soit 

oc  ^  fit,  9,cp,  '^,...). 

Alors  la  différentielle  dx  renferme  le  terme  j-  dt  qui  n'a  pas  son  cor- 
respondant dans  la  variation  âx,  puisqii'en  prenant  cette  variation  on 
doit  laisser  t  constant. 

C'est  poiu'quoi  nous  croyons  faire  ime  chose  utile  à  l'enseignement 
en  reprenant  l'analyse  de  Lagrange,  et  lui  donnant  toute  la  rigueur 
désirable;  en  même  temps,  nous  en  simplifierons  l'algorithme,  puis 
nous  appliquerons  ces  équations  à  divers  problèmes  de  dynamique, 
dont  elles  fournissent  une  solution  très-simple. 

.Soient  donc  9,  cf,  <^,  etc.,  les  variables  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible,  dont  x,  y,  z,  x\  etc.,  sont  des  fonctions  connues,  déduites 
des  équations  de  condition 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o; 

comme  ces  dernières  peuvent  contenir  le  temps  t  explicitement,  cette 
variable  entrera  généralement  dans  les  fonctions  que  x,  y,  z,  x\  etc., 
représentent.  Posons 

Â  =  ^'    ,-?r  =  '^'    7/7  =  '>'--- 

âx^  ôj,  dz,  des  expressions  de  la  forme 

.,  {?j:  =  a(?9  H- (7|C?ç3  +  ..., 

(a)      ^^  =  j3+  ^>e'+  A,9'+  ....  r}j  ^hè9  ^h^ùrp^  ..., 

..,  c?z  =  tc?5  +  c,  c?(p  +  ..., 

a,  jS,  y  représentant  les  dérivées  partielles  de  x,  j,  z,  par  rapport 
à  t.  Ces  quantités,  ainsi  que  a,  b,  r,  a,,  b, ,  c,,  etc.,  sont  des  fonctions 
connues  de  t,  9,  ©,  ^,  etc. 

Cela  posé,  avant  de  substituer  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de 


•a, 

poui 

dx 

dF' 

dz 

lit' 

dx 

dt 

= 

a 

-f-  a9' 

^a,(f' 

dy 
dt 

= 

? 

+  b9' 

'  -h 

b.9' 

dz 
lit 

= 

7 

+  c9 

'  + 

C,(p' 
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.r,  y\  z,  —5  •  •  •)  ôx .  etc.,  on  transforme  le  trinôme 

(d'x  ,  d'y  »  rf'2  .    \ 

[-rrox  ^-^ÙY  -\--—dz\ 
\  de-  de    -^       de      1 

en  deux  groupes  contenant  des  différentielles  du  premier  ordre,  et 
soumis,  l'un  au  signe  d,  l'autre  ati  signe  c?;  à  cet  effet,  on  a  iden- 
tiquement 

d''x  .  d''y  .  d-z   .  d  Idx  ^  dy  .  dz  ,    \ 

de  de     -^  de  dt\dt  dt     -^  dt        I 

I    ^fdjr^         dy'         dz'\ 
~  2*^  \dë  ~^  'dë~^  de' 

en  sorte  que  l'équation  (i)  prend  la  forme 

VI       rd  /dx  ^  dy  .  d:  ^    \  i    .  l'dx'         dy         dz'\  1 

)     l"'\dAdi'''^i'y^dJ'V-^.'h--^w'dF)\ 

}  -"^(Xâx  -4-  YoV  -h  Zàz)  =  o. 
Maintenant,  nous  calculerons  séparément  les  tieux  quantités 

/dx  ,  dy  ^  dz  ^   \         i  {dt-         dy-         dz^\ 

\dt  dt    •'  dt        I        ■i.Xdt'  de         de  ! 

mais ,  comme  on  devra  finalement  égaler  à  zéro  l'ensemble  des  termes 
que  midtipliera  chacune  des  variations  indépendantes  ôS,  ^o,  etc.,  et 
que  d'ailleurs  ces  variables  entrent  évidemment  de  la  même  manière 
dans  les  calculs,  nous  nous  attacherons  seulement  à  faire  ressortir  la 
composition  du  coefficient  de  !?5. 
On  aura  ainsi 


dx 
dt 

^^-1 

oy^p.^ 

=  fH 

l-hPO' 

^Q?' 

-1-  ... 

)o^5- 

l(d^^dj- 
2  \de       de 

dz-\ 

.G 

+  H5' 

-Q6' 

'?'^- 

>sai 

it 

y."  ^ 

r.2 

-r  = 

=  G. 

aa  -4- 

^^ 

^  Vf  = 

=  H, 

a*  + 

b' 

■^  c'  = 

=  P, 

aa,  ■+- 

^b, 

-4- 7c,  = 

=  Q 

a6. 


2o4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Différentions  la  première  expression  par  d  et  la  deuxième  par  o^,  il 
Viendra  I  en  observant  que  — —  =r  o  .  —  =  o  .  3  1 

d  (dx  ^         f^y  s         ''-  ^  \ 
=  (?5  X  j^(H-HP5'-hQa>'  +  ...)  +  (H  -H  P5' +  Qo' -h  . .  .)c?5'-4- ..., 

1    ^idx--        dy'        dz\  IdÇs         ,,f/e         6'»  rfP         r,    ,dq  \  ,, 

+  (H  +  Pô'  +  Q9'^...)^5'+  .... 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  les  termes  multiplies  par 
&9^  disparaissent  cVeuJC-mëmes ,  c'est  cette  réduction  qui  fait  le  succès 
de  la  méthode.  Et  il  reste  pour  le  coefficient  de  la  variation  c?5 

Actuellement,  soit  T  la  demi-somme  des  forces  vives  du  système, 
on  aura 

et,  par  suite,  on  voit  que  l'expression  (4»  n'est  autre  chose  que 
d(1\ 

\d9'J         a 


n 

dt  dï' 

Quant  à  la  partie  du  premier  membre  de  1  équation  3)  qui  renferme 
les  forces  appliquées  (X,  Y,  Z),  savoir  : 

^(Xo'j:  +  Yo'j  +  ïèz), 

sa  transformation  en  fonction  des  variables  ô,  9,  t{/,etc.,  s'effectuera 
par  voie  de  simple  substitution ,  et  on  connaîtra  ainsi ,  dans  chaque  cas 
particulier,  le  coefficient  de  d*9  qui  en  provient.  Dans  les  applications 
ordinaires  de  la  dynamique,  il  existe  une.  Jonction  des  forces  ;  c'est-a- 
dire  qu'on  a 

y^'Xdx  -+-  Ydj  +  Zdz)  =  dy, 
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V  étant  fonction  de  B,  y,  i,  etc.;  et,  par  suite, 

2  (Xc?x  +  Yo>  +  Zàz)  =  c?V  =  '^c?9  + .  . . . 
Le  coefficient  complet  de  ^9,  dans  l'équation  (3),  sera  donc 
\  (IV  dl        d\ 


dt  dfj         dl 

En  définitive,  l'équation  (3)  se  partage  dans  les  suivantes 


dt 

dX 
d'i  ' 

d\  _ 

-  o. 

^m 

dï 

d\  _ 
~  d^  ~ 

dt 

"■(^•) 

dr 

d\ 

dt 

(5) 


Ces  équations  sont  en  même  nombre  que  les  variables  ô,  9,  6,  etc. , 
dont  dépend  à  chaque  instant  la  position  du  système. 

Quand  la  fonction  T  ne  renfermera  pas  t  explicitement,  on  obtien- 
dra immédiatement  une  intégrale  première  des  équations  (5)  en  les 
multipliant  respectivement  par  </!/,  r/9,  d'if,  et  ajoutant  les  produits, 
cette  intégrale 

(6)  T  —  V  =  constante 

contient  le  principe  des  forces  vives. 

M.  TJouville  a  fait  une  application  remarquable  de  ces  équations 
[Journal  de  Mathématiques,  t.  XI)  à  divers  cas  où  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  matériel  peuvent  s'intégrer  ;  notamment  le 
problème  du  mouvement  d'un  point  attiré  par  deux  centres  fixes,  dans 
lequel  Euler  n'était  parvenu  à  séparer  les  variables  que  par  un  calcul 
très-pénible ,  se  trouve  réduit  aux  quadratures  avec  une  extrême  sim- 
plicité; et  la  même  méthode  résout  sans  plus  de  peine  le  cas,  imaginé 
par  Lagrange,  d'un  ti'oisième  centre  fixe  d'attraction  placé  au  milieu 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 
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Pour  montrer  avec  quelle  facilité  ces  équations  se  prêtent  à  ia  solu- 
tion des  problèmes,  nous  allons  présenter  quelques  applications.  Nous 
traiterons  d'abord  deux  problèmes  qui  ont  été  proposés  dans  ces  der- 
nières années  au  concours  d'agrégation. 

Problème.  Déterminer  le  mouvement  d'une  droite  pesante,  libre  de 
tourner  dans  l'espace  autour  d'un  de  ses  points  supposé  fixe. 


Fis.  i . 


On  prendra  pour  origine  le  point  fixe  O,  et  l'axe  des  z  vertical  dans 
le  sens  de  la  pesanteur.  Ici ,  les  variables  qui  déterminent  la  position  du 
système  à  chaque  instant  sont  au  nombre  de  deux,  savoir,  langle 
AOz=Q ,  que  fait  la  tige  AB  avec  l'axe  des  z,  et  l'angle  A'  Ox  =  ij>,  que  sa 
projection  horizontale  fait  avec  l'axe  deso".  Soient  M  la  masse  de  la  tige 
que  nous  ne  supposons  pas  homogène:  a  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  au  point  O;  ;•  le  rayon  vecteur  Om  d'un  point  quelconque  m; 
r'  la  projection  OP  de  r;  on  cherchera  d'abord  les  fonctions  T  et  V. 

On  a  immédiatement 

V  =  Mag  cos  5. 

Four  la  fonction  T,  on  trouve  successivement 


'^=11' 


(lr"'+  r'-d-h-        dz' 


dt~ 


5  )  =  ;  2  '«'''  (5"  -^  si»'  S  •  ^"^ 


(5'^  +  sin='5.f='iM(rt*-hK=' 
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MR^  désigne  le  moment  d'inertie  de  la  tige  par  rapport  à  un  axe  per- 
pendiculaire à  sa  direction  et  passant  par  le  centre  de  gravité, 
(^ela  posé,  l'équation  (6)  donne  d'abord 

(7;  5"  H- sin-^4<"  =  (:-i-      ^^     cos5, 


C  étant  une  consante  arbitraire. 

Il  suffira  donc  d'associer  à  cette  équation  l'une  des  équations  (5): 
comme  T  et  V  ne  contiennent  pas  la  variable  i{/,  on  choisira  de  préfé- 
rence la  suivante 


.(d't\ 
\d^')         d'ï        d\  _ 

dt               d-^        d\ 

qui  se  réduit  à 

dt     -  "' 

d'où 

Trr  =  constante , 

ou  bien 

(8) 

sin^Ô.i];'  —  C, 

C  étant  une  deuxième  constante  arbitraire. 

Les  équations  (7)  et  (8)  résolvent  le  problème  propose. 

Si  la  tige  pesante  se  réduisait  à  un  point  matériel  distant  du  pouit  C> 
de  la  longueur  l,  les  équations  île  son  mouvement  se  déduiraient  des 
deux  précédentes  en  faisant 

K  =  o     et     a  =  /. 

11  suit  de  là  (jue  la  tige  pesante  se  nient  autour  du  point  O,  comme  un 
pendule  simple  de  longueur 

/  =  «+-• 

a 

Le  problème  qui  nous  occupe  est  ainsi  ramené  au  pendule  conique. 
On  tirera  des  équations  (7)  et  (8)  les  valeurs  de  lù  et  di^  en  fonction 
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dee, 
dt  = 
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sine<;?6 


\/(-¥' 


di)  = 


C'dO 


cos9    sin'6— C" 


V 


C+  -f  cosfj    sin-e— C 


Ces  formules  sont  réductibles  aux  fonctions  elliptiques,  et  ne 
peuvent  conséquemment  s'intégrer  que  par  approximation.  Quand  la 
tige  sera  homogène ,  on  aura  aisément  la  longueur  du  pendule  simple 
correspondant;  car,  en  désignant  par  L  la  longueur  de  la  tige,  et 
supposant,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  fixe  soit  l'une  des 
extrémités,  on  trouve 


1  =  a  -\ 


fnr/r_ 


;L. 


Ainsi,  dans  ce  cas,  la  longueur  du  pendule  simple  est,  de  celle  de  la  tige. 
Les  constantes  Cet  C  se  ~  étermineront  d'après  les  données  initiales- 

\0 


Fig. 


Soient  a  l'angle  AOz  que  la  tige  AB,  dans  sa  position  initiale,  fait  avec 
la  verticale;  CD  la  direction  de  la  percussion  qui  lui  a  été  imprimée, 
et  qu'on  peut  supposer  perpendiculaire  à  la  tige.  Celle-ci  commencera 
évidemment  à  tourner  dans  le  plan  OCD  ;  car  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  le  mouvement  commence  d'un  côté  de  ce  plan  plutôt  que 
d'un  autre  :  d'ailleurs,  on  peut  considérer  ce  plan  comme  celui  de  deux 
axes  principaux  relatifs  au  point  O.  On  appliquera  donc  la  formule  de 
la  vitesse  angulaire  de  rotation,  comme  s'il  y  avait  un  axe  fixe  perpen- 
diculaire en  O  ad  plan  OCD.  Soient  w  cette  vitesse  angulaire,  p.v  l'in- 
tensité de  la  percussion,  y^la  distance  OC,  on  aura 

^-      r^/      . 
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or  la  vitesse  initiale  v  d'un  point  quelconque  M  de  la  tige  est  roj.  Si 
donc  on  remplace  le  premier  membre  de  l'équation  (j) ,  qui  n'est  autre 

que  -î  par  la  valeur  ci-dessus  de  u'-  ,  on  aura  l'équation 
(9)  0)*  =  c  -i-  y  cos  a  ,      (7  =  «  H j  - 

qui  déterminera  la  constante  c. 

Quant  à  la  constante  c',  on  a,  d'après  l'équation  (8  . 

c  =  sin"*  a    -p     • 

or  sin  a  (y^)    représente  la  vitesse  initiale  de  la  projection  horizontale 

du  point  de  la  tige  dont  la  distance  au  point  fixe  est  l'unité;  on  a  donc, 

en  désignant  par  £  l'angle  de  la  direction  CD  avec  une  perpendiculaire 

au  plan  2OA, 

{''■'1'  \ 
sui  a  I  V      =:  oj  cos  £; 

il  en  résidte 

i  lo)  c' ^  oj  cosE.sin  a. 

Nous  ne  dirons  rien  du  cas  où  la  tige  s'écarte  tres-peu  de  la  ver- 
ticale. On  néglige  alors  les  quantités  très-petites  du  troisième  ordre 
en  6  et  a,  et  les  valeurs  de  Q  et  à  s'obtiennent  en  fonction  du  temps 
sous  forme  finie  par  les  formules  du  pendule  conique. 

Quelles  conditions  doit  remplir  la  percussion  initiale  pour  nue  la 
tige  décrive  un  cône  droit  autour  de  la  verticale  ? 

On  a  constamment ,  dans  ce  cas  , 

6  =  a, 
et,  par  conséquent, 

db 

D'après  la  valeur  précédente  de  —,  on  en  conclut 
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sm*  a  I  C"  -(-  -p  cos  a  )  —  t'^  =  o  ; 
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mais  cette  équation  exprime  seulement  que  ^  est  nul  pour  S  =  a, 
c'est-à-dire  à  l'origine  du  mouvement  :  il  faut  y  joindre  la  condition 
</  -—  =  o  ;  ce  qui  donne 

g    ^    c" 
cosa         sin'  a 

Il  reste  à  substituer  dans  ces  deux  équations  les  valeurs  des 
constantes  c  et  c'  tirées  des  équations  (9)  et  (10);  la  première  se  réduit 
alors  à 

cos  c  :=  I  ,     d'où     £  =  o , 

et  la  seconde  se  réduit  à 


/  cos  y. 


H  =  o  signifie  que  la  percussion  doit  être  dirigée  perpendiculairement 
au  plan  vertical  qui  contient  la  tige.  L'équation 


permettra  d'assigner  la  grandeur  de  la  percussion  correspondante  à  un 
angle  a  donné;  et  réciproquement,  si  la  percussion  est  donnée,  on 
en  conclura  l'angle  a ,  en  résolvant  l'équation 

cos^  an cos  a  —  1=0, 

qui  admet  toujours  pour  cos  a  une  valeur  réelle,  et  plus  petite  que  i. 
Enfin ,  l'équation  (8)  montre  que  le  cône  droit  sera  décrit  d'un  mou- 
vement uniforme  :  la  vitesse  de  ce  mouvement 

rit  sin  a 

Désignons  cette  vitesse  par  A,  et  remplaçons  w  par  la  valeur  précé- 
dente .  nous  aurons 


y    ' cos  a 
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On  voit  que ,  des  que  l'angle  a  sera  donné  .   cette  vitesse  k  sera 
déterminée  indépendamment  de  la  percussion  ;  quelle  que  soit  cette 

vitesse,  il  y  aura  une  valeur  minima  v/f,  au-dessous  de  laquelle  k  ne 

saurait  tomber  :  mais  cette  limite  ne  sera  jamais  atteinte ,  car  il  faudrait 
que  a  fût  zéro;  la  tige  serait  alors  verticale,  et  comme  o)  serait  nul 
aussi,  il  n'y  aurait  pas  de  percussion;  la  tige  resterait  donc  en  repos. 
Pour  compléter  la  solution  du  problème,  il  nous  reste  à  calcider  la 
pression  variable  P  que  suj)porte  le  point  fixe.  Cette  recherche  conduit 
à  des  résultats  dignes  d'être  remarqués.  La  méthode  consiste,  comme 
on  sait,  à  imaginer  qu'on  applique  en  O  une  force  égale  et  contraire  à 
la  pression;  on  peut  alors  regarder  la  tige  comme  devenue  libre,  et 
appliquer  les  six  équations  d'équilibre  d'un  corps  solide.  Soient  X,  Y,  Z, 
les  composantes  de  la  pression  P;  x,  j",  z^  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  la  tige;  les  forces  perdues  s'expriment  aisément  en  fonction 
de  jr,  ji  s,,  et  les  sommes  de  leurs  composantes  parallèlement  -a  chaque 
axe  sont 


M 13.      _MÎ^,      -M(^-g). 


(if^  '        df 


D'après  cela,  les  trois  premières  équations  d'équilibre,  qui  renlmnent 
seules  les  composantes  X,  Y,  Z,  de  la  |)ression .  sont 

f.   _  M  (-^  _,)=„. 

On  a,  d'ailleurs, 

r,  =  rtsinôcos;!;,     j',  =  rtsin  ôsin'i/,     r,  =:acos5. 

Ces  équations  feront  connaître  les  trois  composantes  de  la  pi  ession 
en  fonction  des  variables  6  et  6 ,  qui.  elles-mêmes,  sont  des  fonctions 
connues  de  t,  par  les  formules  précédentes;  mais  le  calcul  direct  des 
valeurs  de  X,  Y,  Z,  serait  fort  compliqué.  On  le  simplifie  notablement , 
en  avant  recours  aux   trois  équations  des  moments.  Ces  équations, 


2  12  JOURNAL  DE  iMATHÉMATIQUES 

dans  lesquelles  nous  introduisons  les  coordonnées  x,j-,  z, ,  sont 


X, 

dt' 

-Ji 

d'x, 
'   df 

= 

Oi 

Ji 

dt' 

-•< 

de- 

= 

gay, 

1      ' 

^1 

d^x, 
df- 

—  X, 

d'z, 

'~df 

= 

gClXi 

l 

tlles  se  réduisent  à  deux  distinctes. 

Des  équations  (i  0  et  (12)  combinées,  on  déduit,  sans  difficulté, 

Y,.r,  -X.jr,  =0     et     Z,j, -Y,z,  =  Mgjr,  (i-j)- 

Ces  équations  mettent  en  évidence  deux  propriétés  de  la  pression  : 
i"'  les  composantes  X,,  Y,  étant  proportionnelles  à  x,,  ^',,  il  s'ensuit 
que  la  pression  est  toujours  comprise  dans  le  plan  vertical  qui  contient 
la  tige;  2"  les  composantes  Z,,  Y',  n'étant  pas  proportionnelles  aux  coor- 
données Z|,  J'i  (  puisque  l  o\.ia-\ —  est  essentiellement  différent  de  al? 
il  s'ensuit  que  la  pression  n'est  pas  dirigée  suivant  la  tige. 

Les  deux  équations  précédentes  permettent,  en  outre,  d'exprimer  X, 
et  Y,  en  fonction  de  Z,  sans  coefficients  différentiels  : 

V,  =  [z,-.Ms(,-î)]i..     X,  =  [z,-Mg(,-î)]ii 

on  en  conclut 

P^  =  X?  +  Y?  +  ZJ  =.  Z7  -  [z.  _  Mg  (1  -  f 


2  sin^  6 

COS-& 


Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  Z,  en  fonction  de  6.  La  troisième 
équation  (1 1)  donne,  à  cet  effet. 


Z,  =  M  1  «■  -I-  (7  cos  &  •  -^  +  a  sm  &  •  y-,  j  ■ 


dr- 


On  connaît  déjà  —  en  fonction  de  5;  on  en  tirera  ^t-t;  et,  substituant, 

•^      dt  dt 

il  viendra 

Z,  =  M  [g  (  I  —  ^  j  +  rtc  cos  ô  +  -^  cos^  5J  : 
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par  suite . 


P*  =  M' 


[gM  I  —  j  )   -h  a^  c^  -f-  2  agc  (  1  +  ^  I  cos  5  1 
'    ^  î^  (.-.?)  COS.  «  J" 


I>'inclinaison  -y  de  la  pression  sur  la  verticale  sera  également  connue 
en  fonction  de  S,  puisque 

z, 

cosv  =  -- 

La  grandeur  et  la  direction  de  la  pression  ne  dépendent  explicitement 
que  de  la  variable  5,  et  non  de  '^.  Quand  l'angle  $  sera  constant,  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  où  la  tige  décrit  un  cône  droit ,  la  pression  sera 
constante,  et  sa  direction  décrira  également  un  cône  droit  autour  de 
la  verticale.  La  valeur  générale  de  P  se  réduit,  dans  ce  cas,  à 


P  =  Mgt/i-l-^  tang' 


on  a,  d  ailleurs, 

Z.  =  Mg; 
d'où 


cosy  = 
(m  bien 


s/'^P' 


tang7  =  -  tanga. 

Comme  -  est  <C  r,  l'angle  au  centre  du  cône  droit  que  décrit  la  pres- 
sion est  plus  petit  que  celui  du  cône  droit  que  décrit  la  tige. 

Ces  dernières  formules ,  relatives  au  cas  du  cône  droit ,  s'obtien- 
draient directement  et  d'une  manière  beaucoup  plus  simple,  en  remar- 
quant que  les  forces  effectives  sont  alors  immédiatement  connues  de 
grandeur  et  de  direction,  puisque  chaque  point  m  décrit  un  cercle  dont 
le  rayon  p  est  r  sin  a  ,  avec  une  vitesse 

i>  =  /vj  =  rsin  a  \/  -r-  — 

V    /  COS  a 

La  force  effective  —  a  donc  pour  valeur  —r^  tanj»  a.    et   comme   sa 
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dii'ection  ne  varie  pas  d'un  point  à  sin  antre,  la  résnltante  des  forces 

effectives  est  égale  à  leur  somme 

>  —  =:  Ma  j  tang  a. 

Cette  résnltante,  prise  en  sens  contraire  et  composée  avec  la  pesan- 
teur Mg,  donne,  pour  la  pression  P,  la  valeur  précédemment  trouvée. 

Problème  IT.  Déterminer  le  mouvement  d'un  Jiljlexib/e  et  inex- 
tensible suspendu  à  un  point  fixe  o  et  chargé  de  deux  points  maté- 
riels pesants  m,  m'.  On  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement,  les  deux 
points  matériels  aient  été  écartés  de  la  verticale  sans  sortir  d'un  plan 
vertical  passant  par  le  point  fixe,  puis  abandonnés  à  eux-mêmes  sans 
vitesse  initiale. 


Fis.  3. 


Le  mouvement  oscillatoire  de  chaque  point  aura  éNTidemment  lien 
dans  le  plan  vertical  jox  qui  passe  par  la  position  initiale  du  fil.  Soit 
om  =  a,  mm'^b;  les  deux  inconnues  du  problème  sont  les  angles 
moj-  =  6,  m'mj^'^f  que  font  les  deux  portions  du  fil  avec  la  verticale 
<')n  a,  pour  le  point  m, 

X  =  a  sin  6, 
f  =  a  cos5, 
et  pour  m\ 

x'  =  a  sin  6  -\-  b  sin  o. 
y'  =  a  cosS  -I-  b  cos(j;  ; 
d'où  l'on  conclut  aisément 

V  :=  {m  +  m')ga  cos  9  -+-  m' gb  cosip, 

T  =  -  [(m  +  m')a^  .0'^  -+-  m'è^f'^  -<-  2  m' ab  cos  [cp  —  6).  0' <p']. 


0 

M.- 

\ 

-\ 

V 

•~~^' 

y 

y^ 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  (5  J ,  fournissent  Jes  deux 
équations  du  mouvement  : 

//  ,\      'f'^  ,1  I  f\ri-'j  ,1-,  f-ri'jlria         tlb  \ 

P  rit'  ^'  'rit'  ■'  '  rit  \rit         rit! 

~  in'h  iiin{(p —0)(  —  \    j -4- (//.'-i- /«'  g  sin  Ô  =  o, 

\,d'a  ,  /-^ri'Q  .     I  r,,ri'tlri-3        ri'). 

|è_I  +  «eos(9-6)--ûsm(9-5)-(^-;--) 
+  a  sin(9  -  9)  J®  (  J]'  +  g  £inç  =  o. 


l'i/ 


ihi  pourrait  remplacer  l'une  d'elles  par  V équation  des  Joives  vives, 
qui  n'est  que  du  premier  ordre;  mais  nous  ne  le  ferons  pas,  parce 
que  cette  dernière  équation  se  prête  moins  bien  à  la  détermination  des 
petites  oscillations  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Si  les  oscillations  sont  supposées  très-petites,  on  pourra  négliger 

les  carrés  de  5,  o,  -r  >  -^  '  fit  les  produits  de  ces  variables;   les  équa- 

'   '  '    rit      rit  '  ^ 

tions(i3)  se  réduisent  ainsi  aux  deux  suivantes  : 

[m  -+-  m  )a  -—  -\-  m  o  -r^  -t-  \in  -^  m  )  g 5  =  o , 


m' 

^       ri"i              ,,ri'o 

,  ri',^              ri"i 

''rit'^''ir''^ë'^  = 

l>a  première  peut  encore  se  simplifier,  eu  égard  à  la  seconde,  et  l'on 
a  finalement  le  système 


(<4) 


ma  -y7  H-  i,"  [m  -+-  m  \  7  —  ^//î  o>  =  o , 

ri'O  ,ri'f 

rit'  rit'  "" 


Ces  équations  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants,  tandis  que  si 
l'on  avait  employé  l'équation  des  forces  vives,  on  aurait  obtenu  une 
tquation ,  du  premier  ordre  à  la  vérité ,  mais  non  linéaire,  puisqu'elle 

>  ^    .     ■  I  r  -    I  ,       ,      ri')  lia 

eut  pvidenunent  renterme  les  carres  de  —  et  ^ 

rit  rit 
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La  méthode  ordinaire  conduit  aux  intégrales  générales 

5  =  A,  cosif  v'/'i  +  ^2  cost  y/r»  +  B,  sin  t  \'r,  +  Bj  sin  t  \Jr., , 

o  =  A,[j.,  cos^v'^'^i  -t- Ao/J-oCOs^yr,  +  B,p!.)  sin^v'/'i  +  Bo  p.,  sin  <  y /'s  ; 

A,,  Ao ,  B,,  Bo  sont  quatre  constantes  arbitraires;  /,,  /j  sont  des  quan- 
tités l'éelles  et  positives,  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré  en  r, 

(«5)  [{m  -+-  m')g  —  mar\  {g  —  br)  —  m'agr  =  o, 

et  [X,,  iJ.2  sont  les  valeurs  correspondantes  de  fji ,  tirées  de  l'équation 

^  ("         g—br 

[x,  et  p-i  sont  de  signes  contraires,  car  l'une  des  racines  de  l'équation  (i  5) 
est  plus  petite  que  j^  et  l'autre  plus  grande  que^  puisque  l'hypothèse 

(  =  y-  rend  le  premier  membre  négatif.  Comme  on  suppose  qu'il  n'y  a 
pas  de  vitesses  initiales,  on  doit  avoir,  pour  f.  =z  o, 

dd  da 

—  —  O     et     -i  =  o. 

dt  dt 

ce  qui  entraîne 

B,  =  o     et     Bj  =  o. 

Soient  a.  et  p  les  valeurs  initiales  de  Ô  et  de  <p,  on  aura 

(ly)  A,  +  A2  =  a,     A,  fji,  -f- Ao/Ji..  =  j3, 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  des  constantes  A,  et  Ao.  Cela  tait,  le  mou- 
vement du  système  sera  déterminé  par  les  formules 

!ô  =  A,  cos  t  \fr,  -+-  Ao  cos  t  \Jr^, 
,-      '  - 

(jp  =  A,  p.,  cos  t  y/r,  -)-  Aj  IJ..2  cos  t  \r^. 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  matériels  se  trouveraient  à  l'origine  du 
mouvement  en  ligne  droite  avec  le  point  de  suspension ,  on  aurait 

et,  par  suite, 

^     _  gfl  —  II.)  ^       ^     __  a(fi,  —  l) 
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Soit  /A,  >  o,  p.o  sera  <  o  ;  il  est  aisé  de  voir,  en  outre  ,  que  ix,  sera  >  j  , 
en  sorte  que  les  valeurs  des  constantes  A,  A^  seront  positives.  Si  l'on 
demandait  quelle  condition  doit  être  remplie  pour  que  chacun  des 
points  m  et  m'  oscille  connue  un  pendule  simple,  oii  poserait ,  dans  les 
équations  (17),  A,  =  o  ou  bien  A,  =  o;  soit  A-,  =  o,  il  en  résulte 

Ê 

A.,  —  a     et      a,  =  -, 

'  a 

et,  par  suite,  l'équation  (16)  donne 

;.     -_Ë£_. 

'  ~  aoL  +  bp' 

cette  valeur,  étant  substituée  dans  l'équation  (  i5),  conduit  a  une  rela- 
tion entre  les  masses  w,  m',  les  distances  a,  b,  et  les  écarts  a,  j5, 
savoir . 

(19)  {m  -+-  m' lay."  -+-  {m  -h  tn')  [b  —  a  c/.fi  —  in'b(î-  =  o. 

Telle  est  la  condition  cherchée  ;  elle  est  impossible  si  a  =  p ,  car  l'In  - 
pothèse  a  ^  /3  réduit  l'équation  précédente  à  mh  =  o ,  d'où  m  =  o 
ou  ft  =  o,  ce  qui  veut  dire  que  les  deux  points  matériels  se  réduisent 
a  un  seul.  Effectivement,  les  équations  (18)  donneraient,  dans  ce  cas. 
pour  5  et  o.  des  valeurs  constamment  égales  entre  elles, 

6  =  ç  =  a  cos  t  \  r,. 

c'est-à-dire  que  les  deux  points  matériels  demeureraient  toujours  en 
ligne  droite  avec  le  point  de  suspension  ,  ce  qui  est  évidemment  impos- 
sible, à  moins  qu'ils  ne  se  conloiulent. 

Étant  données  les  masses  ///,  m'  et  les  distances  a,  b,  l'équation  (19} 
fournira  toujours  une  valeur  réelle,  positive  et  plus  petite  que  1,  du 

rapport  ^:  soit  pai'  exemple  u  =  b,  on  aura 
puis 

Tome  Xl\    —  JciLUi  i8)9  28 


III 

m 

-f- 

m' 

Im 

-t- 

m 

3l8 

et 
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En  général,  quand  la  condition  (19)  sera  remplie,  on  aura 

S  =  a  CCS  t  v'r, ,     ?  ^  P  cos  t  \  r,  ; 

les  durées  des  petites  oscillations  seront  donc  les  mêmes  pour  les  deux 
pendules,  mais  leur  amplitude  sera  différente;  ils  seront  en  même 
temps  d'un  même  côté  de  la  verticale,  et  se  confondront  en  même 
temps  avec  elle. 

Problème  III.  ['ne  roue  circulaire  porte ^  à  sa  circonjérence,  un 
canal  annulaire ,  dans  l'intérieur  duquel  on  a  introduit  une  sphère 
homogène  pesante  m,  d'un  très-petit  diamètre,  égal  à  celui  du  canal; 
cette  roue  s'appuie,  par  un  point  B  de  sa  circonférence,  sur  un  plan 
horizontal  AOB,  et,  par  son  centre  S,  sur  un  axe  fixe  vertical  SO 
incliné  au  plan  de  la  loue  d'un  angle  connu  OSE  =  a.  On  suppose 
(pion  fasse  rouler  la  roue  sur  le  plan  horizontal,  de  manière  cjue  son 
point  d'appui  décrive  un  cercle  de  rayon  OB  avec  une  vitesse  constante. 
Le  cône  droit  dont  l'axe  est  SO  et  le  demi-angle  au  centre  y. ,  est  ainsi 
touché  successis'ement,  suivant  toutes  ses  génératrices,  par  le  plan  de 
la  roue  mobile. 

On  denuinde  les  lois  du  mouvement  du  centre  de  la  sphère  {abstrac- 
tion Jaite  du  jrottement). 


Fig.  4. 
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Une  solution  fausse  de  ce  problème  a  été  donnée  dans  le  tome  XIX 
des  Annales  de  Gergonne,  page  36o.  L'auteur  prend  pour  expression  de 

la  force  accélératrice  effective  qui  anime  le  point  m,  la  nuantité  r—i 

r  étant  le  rayon  de  la  roue,  et  Q  l'angle  que  le  rayon  S  m  fait  avec  un 
rayon  fixe  tracé  dans  le  plan  de  la  roue.  Mais  il  y  a  là  une  erreur 
grave,  dont  l'effet  n'est  rien  moins  que  de  confondre  l'élément  de  la 
trajectoire  réellement  de'crite  par  le  mobile,  avec  l'élément  de  la  cir- 
conférence de  la  roue. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  SO,  et  faisons  passer  le  plan 
des  zx  par  l'arête  SA,  suivant  laquelle  la  roue  mobile  touchait  le  cône 
H  l'origine  du  mouvement;  au  bout  du  temps  /.  soient  SB  Tan^te  de 
contact,  se  la  position  qu'occupe  à  cette  époque,  sur  le  plan  de  la 
roue,  le  rayon  qui  coïncidait  primitivenKnt  avec  ."^A;  S/«  le  rayon 
vecteur  de  la  sphère  :  sa  position  sera  déterminée  par  les  angles 

mSO  —  ff     et     PS  a-  =  à , 

SP  étant  la  projection  horizontale  de  Sin;  maïs  ces  deux  angles  m-  sont 
pas  indépendants  l'un  de  l'autre. 

Soit  6  l'angle  variable  CSm.  Si  l'on  désigne  par  k  la  vitesse  constante 
et  donnée  avec  laquelle  l'angle  AOB  est  décrit,  on  aura 

angle  AOB  =  kt  ; 
et  couune  il  résulte  de  la  nature  du  mouven)enl  (pie 
arc  \B  =  arc  BC. 


on  en  conclut 


et 


angle  BSC  =  kf  sin  a 


angle  /;j.SB  =  'j  —  k/  sin  a: 
nous  désignerons,  pour  abréger,  ce  dernier  angle  par  ',). 
}.o]  '«)  =  5  —  kf  sin  a. 

Cela  posé,  il  est  facile  d'exprimer  les  angles  9  et  '|  en  fonction  de 

■aS.. 
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En  effet,  l'angle  triedre  rectangle  SOmB  donne  d'abord 
(ai)  cos çp  =:  cos a  cos 'jj. 

Soit  SB'  ia  projection  horizonlale  de  Tarete  SB,  on  a 

à  =  PSB'  +  B'Sx  =  PSB'  +  BOA  =  PSB'  -^  U. 

PSB'  mesure  l'angle  dièdre  qui  a  pour  arête  SO  dans  le  trièdre  déjn 
considéré.  On  a  donc 


tangPSB'  =  ^?^. 

î^  sina 

Par  conséquent, 

(il  =  /7  -t-  arc  (  tang  :=    ..      )• 


I  22 


A  l'aide  des  formules  (2 1  )  et  (22) ,  le  problème  est  ramené  a  déterminer  w 
en  fonction  du  temps.  Comme  nous  n'avons  ici  qu'une  seule  fonction 
variable  «,  il  suffira  d'iuie  seule  des  équations  (5) 


''do>'        dl        d\  _ 
dt  il'o         dbi  ' 


V  =  ms I  coso  =  7?îi'/'cosa  cos-j, 


2       V  dt^  I         rr.  \  dt  '   dt-  I 

Si  l'on  substitue  pour  <p,  -^  ei  -^  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (21) 

et  (22),  on  trouve  que  l'expression  de  T  se  réduit  à  cette  forme  très- 
simple 

ï  ==  -  nir-[w''^  -+-  2 sina. A- w'  4-  (1  —  cos^a  cos^  wi/r-]. 
En  définitive,  l'équation  du  mouvement  est 

r /'  cos^  a  cos  m  sin  w  A"^  +  £■  cos  a  sin  u  =  o  : 

dt'  " 

en  la  multipliant  par  ar^^w.  on  l'intègre  une  première  fois,  et  l'on  a 
(23)         ri  —  1   -H  A-  /■  cos''^  a  cos^  «  —  2  g  cos  a  cos  w  +  c  =  o , 
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t  étant  une  constante  arbitraire,  qu'on  déterminera  d'après  les  cir- 
constances initiales.  Enfin,  le  calcul  de  ',)  en  fonction  de  t  est  ramené 
a  luie  quadrature 

,     ,,  C"  dzvr.f/ra 

24)  i  =  : 

J'.,„  v^^cosa.cosw  —  A'rcos'a  cte'w  —  c 

cette  intégrale  ne  ])eut  être  calculée  (jue  i)ar  approximation,  excepté 
|)our  certaines  valeurs  de  c.  Si  l'on  fait  A-  =  o,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser la  roue  immobile,  oj  se  confond  avec  6,  et  Ton  retrouve  la  for- 
mule ordinaire  du  pendule  simple;  seulement,  la  gravité  g  est  ici 
remplacée  par  sa  composante  g  ces  a  dans  le  plan  de  la  roue. 

w  étant  connu,  en  fonction  de  /  par  l'intégrale  précédente,  les  équa- 
tions (20),  (11)  et  (22)  donnent  6,  ç  et  ij>  en  fonction  de  la  même  va- 
riable. L'élimination  de  /  entre  les  expressions  de  9  et  ^  fournit 
ensuite  léquation  polaire  de  la  surface  conique  décrite  par  le  rayon 
vecteur  de  la  sphère.  Si  l'on  transforme  cette  dernière  équation  en 
coordonnées  rectilignes,  au  moyen  des  relations 

r 
z— /cosçp,      tang(p  =  -5 

cette  transformée,  combinée  avec  l'équation 

.r^  -t-  j^  ■+-  z-  =  /•^- 

détermine  la  courbe  à  double  couibure  décrite  par  le  centre  de  la 
sphère  dans  l'espace;  enfin  la  vi  esse  de  la  sphère  dans  sa  tiajectoire 
sera  également  connue  en  fiuiction  du  temps  par  la  formule 

i'-  =  /•=      — -     -H  2  A  sin  a  -7-  -f-  (  1  —  cos-"  a  cos-*  m )  A-   • 
\\dc  )  lit       ^  '       \ 

Considérons  le  cas  particulier  où  l'on  aurait,  à  l'origine  du  mou- 
vement, 

iif., 
w  =  o     et       — -  =  o. 

(it 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

5  =  0     et     -r  =  A  sui  a. 
lit 


aa2  JOURNAL  DE  MATFIEMATIQUES 

C'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  sphère  est  primitivement  en  A  dans  le  canal, 
et  qu'elle  y  reçoive  une  vitesse  initiale  précisément  égale  à  celle  avec 
laquelle  le  rayon  SA  décrit  la  circonférence  de  la  roue.  Dans  cette 
hypothèse,  l'équation  (2 3)  donne 

c  =  2  g  cos  a  —  k^  r^  cos'-  a , 
et  cette  valeur,  substituée  dans  (24 )>  conduit  à  l'intégrale 

_     r  d<a 

J    ^('  —  COS«)[X'/'COS'a(l  -I-cosm) — 2g-cosa] 

qu'on  peut  obtenir  sous  forme  finie;  car,  en  posant 

tang  -«  =  ?<,     k-  r  cos^  a  —  g  cos  a  =  a,     g  cos  a  =  é . 

cette  intégrale  devient 

J  "V  —  *""      V  "    \  "  / 

et,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur,  on  a 


tJ^        —  y«  — *tang^^o.  +  va 


tang-w 

Pour  déterminer  c',  on  fait,  dans  cette  équation,   t  =  o  et  w  =  o, 

I 
d'où  l'on  conclut  c'  —  o.  et,  par  conséquent,  tang  -  «  sera  constam- 
ment nul. 

Ainsi,  dans  l'état  initial  supposé,  la  sphère  ne  quitterait  pas  le  plan 
horizontal ,  et  décrirait  le  cercle  AB  avec  une  vitesse  constante  égale  a 
kr  sin  a 

La  formule  (a4)  s'intégrerait  encore  complètement,  si  l'on  supposait 
un  état  initial  tel,  que  la  constante  c  fût  nulle,  et  qu'en  outre  le  coeffi- 
cient de  cos  w  sous  le  radical  fîit  égal  à  celui  de  cos^  «.  Soient  So  et  -^ 

les  valeurs  initiales  de  ô  et  de  -7-  L'hypothèse  dans  laquelle  nous  nous 
plaçons  entraîne  les  deux  conditions 

('-^  —  A  sin  a  )    =  A"  cos-  a  cos 60  ('  —  cos  ôo  ) , 
2g  =  ^^r  cosa; 
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l'expression  de  (k  prend  alors  la  forme 


^^^^V^z, 


dta 

sjiicosw[\  —  COSw) 

en  désignant,  pour  abréger,  gcosa  par  h. 
Si  l'on  fait 

I 
tang  -  w  :=  « , 

il  vient  (en  prenant  d'abord  le  signe  -f  ,  ce  qui  suppose  que  w  croisse 
avec  t  I 

,  /  r         du 

dont  l'intégrale  est 

I  —  V  I  —  «  ,   'V-^ 
z=  c  e        ■> 

a 

pour  <  =  o,  on  a 

tang-cj  =  M  =  taiig-(/„; 

donc 

i  — y  I— tang^^6„ 

c'  = 

tang  -  6,. 

Pour  que  cette  valeur  soit  réelle,  il  faut  que  l'angle  5o  soit  au  plus 
égal  à  -1  et  alors  la  constante  c'  sera  plus  petite  (pie  i,  ou  au  i)iu> 

égale  à  I,  pour  ô^  =;  -• 

Résolvons   l'inlégrale  piécédeiite  par    ra[)port   a  u,  et  remplaroiis 
cette  varialile  par  tang-w,  nous  aurons 


I  7.C  f 

tang-  w  = 


■A 


lin  prenant  le  signe  —  dans  l'expression  de  dt.  on  arrive  à  la  inèine 
intégrale. 
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La  valeur  de  tang  -  oj  peut  s  écrire  ^j^^:^^  \en  posant  c' e  ^     =mj- 

.  -.,  2(1  — M'} 

La  dérivée  de  cette  quantité,  par  rapport  a  M,  est  /j^i^y,;  par  consé- 
quent,  tant  que  l'on  aura  M  <  1 ,  tang  -  w    ira    en    croissant  avec   le 

temps.  La  variable  w  atteindra  donc  un  maximum  pour  la  valeur  de  t 
qui  satisfera  à  la  condition 

/- 

CV'V^=,,       d-OÙ       ^\/l=l{ir) 

(on  a  vu  ci-dessus  que  ^  est  plus  grand  que  1  j  ;  à  cette  époque 

I 
tan^  -(,)  =  !. 

et,  par  suite , 


Ce  maximum  de  w  s'accorde  bien  avec  l'expression  différentielle 

V    ^^   \Jl.COSUi{l — COSw) 

Le   temps    continuant  à  croître,    m   décroit,  puisque   la  dérivée   de 

tang  -  w  devient  négative,  et  ce  décroissement  continue  indéfiniment , 

sans  que  w  se  réduise  à  zéro  autrement  que  pour  f  =  ac  . 

La  fornude   20)  donnera  l'expression  de  5  en  fonction  explicite  de  t 

r  e     ^  1 

ver 

mais  la  recherche  des  maxima  el  minima  de  cette  variable  serait  com- 
pliquée. 
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Piemarques  sur  une  classe  d'équations  différentielles,  à 
l  occasion  d'un  Mémoire  de  M.  Jacobi  sur  quelques  séries 
elliptiques  ; 

Par  J    LIOUATLLE 


l.  Dans  le  Mémoire  auquel  nous  faisons  allusion  et  dont  nous 
avons  inséré  la  traduction  au  cahier  de  Juin ,  M.  Jacobi  a  consiilcré 
certaines  quantités  dépendantes  du  module  d'une  fonction  elliptique, 
et  en  différentiant  il  est  arrivé  à  une  équation  de  la  forme 

(A)  z^[zd'z-h  ^dzd''  zy  =  {d^  z^"  {\6  -J  d''  z  -^  dx-  \ 

c'est  l'équation  marquée  (7)  dans  son  Mémoire  :  seulement  nous  a\<»n,v 
mis  z  au  lieu  C,  et  dx  au  lieu  de  d\o^q;  dx  est  ici  la  diflérentielle 
constante.  Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

d  z^—  , 

de  sorte  quelle  est  comprise  dans  l'équation  générale 

Elh-  répond  au  cas  particulier  de 

0(2)  =  2%    /(£)  =  4-,'     P{u)  =  ll\  i6u-h  t. 

Il  suit  de  l'analyse  de  M.  Jacobi  que  dans  ce  cas  particulier  la  valeur 
de  z  dépend  des  fonctions  elliptiques.  C'est  en  partant,  en  effet, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  de  fonctions  de  ce  genre  que  M.  Jacobi 
arrive  à  l'équation  dont  nous  parlons.  Il  était  curieux  de  se  proposer 

Tome  XIV.  — JciLLET  i8j9.  ^9 
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le  problème  inverse  :  L'équation  différentielle 

étant  donnée,  sans  qu'on  sache  d'où  elle  vient,  en  trou\>er  lintégrale. 
C'est  en  résolvant  ce  problème  que  j'ai  été  conduit  aux  remarques 
concernant  l'équation  générale  (i)  qui  font  le  sujet  de  cet  article. 

2.  Comme  la  variable  indépendante  x  n'entre  dans  l'équation  géné- 
rale (i)  que  par  sa  différentielle  dx,  on  pourrait  de  suite,  par  un  pro- 
cédé connu ,  abaisser  cette  équation  au  second  ordre.  11  suffirait  de 
poser 

Uz 

T.  =  P^ 

et  d  introduire  dans  le  calcul  cette  quantité  p  en  la  regardant  comme 
une  fonction  de  z.  On  a  ainsi 

d'z  dp  dz  dp 

dx'         dz  dx        '  dz 

et 

,  ,  d'z  ,        dp 

^^^^^_    '^■'^^^)PTz 

dx  •  dz 

ce  qui  transforme  l'équation  (i)  dans  celle-ci 

dp 

qui  n'est  plus  que  du  second  ordre. 

L'équation  [o)  sera  sans  doute  intégrable  facilement  et  à  vue  pour 
ainsi  dire  dans  de  nombreux  cas  particuliers,  Dans  d'autres,  elle  sera 
aisée  à  ramener  du  moins  au  premier  ordre.  Mais  en  la  particulari- 
sant pour  le  cas  de  l'équation  (B),  c'est-à-dire  en  prenant 

(j5(z.)  =  z',    j\z)  =  ^^-,     F(m)  =  mvi6m -I- I, 
je  suis  tombé  sur  une  équation  qui,  traitée   directement,    m'a    paru 
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offrir  «les  difficultés;  et  sans  pousser  plus  loin  cette  tentative,  j'ai 
dirigé  mes  efforts  d'un  autre  côté.  J'ai  trouvé  ainsi  une  nouvelle  ma- 
nière de  ramener  l'équation  (i)  à  une  équation  du  secon<l  ordre,  qui 
est  linéaire  pour  le  cas  particulier  considéré  par  M.  Jacobi ,  mais  qui, 
dans  tous  les  cas,  est  de  la  forme 

et,  par  conséquent  (d'après  un  théorème  que  nous  devons  encore  à 
l'illustre  géomètre  allemand),  s'intègre  complètement  dés  qu'on  a 
obtenu  par  un  moyen  quelconque  une  seule  de  ses  intégrales  pre- 
mières. Il  s'ensuit  qu'une  propriété  semblable  a  lieu  pour  l'équa- 
tion (i)  et  aussi  pour  l'équation  (2)  qui  se  déduit  de  l'équation  (i;  et 
qu'on  peut  y  ramener. 

5.   Mais  avant  d'exposer  cette  méthode,  je  présenterai  encore  sur 
les  équations  (1)  et  (ai  les  observations  suivantes. 
En  posant 

dz  , 

ce  qui  fournit  t  en  z  et  z  en  <,  on  donne  à  l'équation  (2)  une  forme 
plus  simple,  savoir, 


lp\ 


ou  j  ai  écrit 


HOF(/^| 


/(z)9(z)  =  ^(0. 


Cette  équation  ne  contient  plus  qu'une  seule  fonction  i^  au  lieu  des 
deux  fonctions  y  et  o.  Sa  forme  est,  du  reste,  toujours  celle  de 
l'équation  (2)  :  seulement  la  fonction  o  y  est  en  quelque  sorte  réduite 
à  l'unité. 

C'est   la    fonction  _/,   au    contraire,    qu'on    réduirait  à   l'unité   en 
prenant 

J\z)(lz  —  dt. 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que,  sans  ôter  au  fond  rien  de  sa  généra- 

9.9.. 
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lité  à  l'équation  (i),  on  pourrait  remplacer  par  l'unité  une  des  deux 
fonctions  y(z),  9  (z)  qu'elle  contient.  Mais  comme  la  présence  simul- 
tanée de  ces  deux  fonctions  ne  complique  nullement  les  calculs  que 
nous  allons  avoir  à  faire,  et  comme  il  est  très-commode  de  les  avoir 
conservées  toutes  deux  lorsqu'on  en  vient  à  appliquer  la  méthode  à 
un  exemple ,  puisque  cela  dispense  de  chasser,  par  une  transforma- 
tion préalable  plus  ou  moins  gênante,  la  fonction  superflue,  nous 
garderons  l'équation  (i)  telle  qu'elle  est,  et  nous  opérerons  ainsi  qu'il 
suit. 


4.  Je  pose 


et 

J\z)dx  —  dt. 

u  et  t  désignant  de  nouvelles  variables.  En  ayant  égard  à  ces  valeurs, 
l'équation  (i)  se  réduit  à 

dt  ^ 

De  là 


r  du 


) 

ce  qui  donne  t  en  u  et  inversement  u  en  /.  Nous  regarderons  donc 
désormais  les  variables  u  et  t  comme  des  fonctions  connues  l'une  de 
l'autre,  et  nous  supposerons  11  =  zs  {t).  A  la  variable  t  qui  résulte 
d'une  intégration  s'ajoute  naturellement  une  constante  arbitraire; 
mais  comme  t  n'est  qu'une  variable  auxiliaire  introduite  par  nous  et 
qui  à  la  fin  doit  disparaître  par  l'élimination,  on  pourra  sans  inconvé- 
nient donner  à  cette  constante  telle  valeur  particulière  qu'on  voudra. 
Maintenant  je  cherche  la  valeur  de  z  en  fonction  de  i.  On  a 

t  dz         dz  dt         dz  g , 

dx         dt  dx        dt-'  ^ 

En  faisant  donc 

J\z)(Jz^dv.     v  =  J'J{z-dz, 
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il  vient 


dz 

= 

dv 

7t' 

Pai 

•  suite 

Hz 

= 

dH 
dt 

rj\z 

et, 

par 

conséq 

lient  , 

?(2: 

ou 

Il  - 

d<. 

Coinine  l'équation 

i,  =  fj  z)  dz 

rend  z  fonction  de  v,  j'écrirai 

J\z)o{z]  =  Q{v,,, 
et  connue  d'ailleurs 

j'en  conclurai 

l3) 


u  =  ^[1)1 

d'-v  a  [t] 

'dF~  JJ^i 


Voila  l'équation  du  seconil  ordre  (jui  iloit  donner  v  ou  fJ  z)dz,  et, 
par  conséquent,  z  en  fonction  de  t.  Une  fois  z  connu  en  t .  on  expri- 
mera à  son  tour  x  en  t  par  la  formule 


Enfin  l'éliniination  de  t  donnera  une  équation  entre  x  et  z.  (etle 
équation,  qui  contiendra  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  jc,  plus 
les  deux  constantes  résultant  de  l'intégration  de  l'équation  (3),  sera 
l'intégrale   complète  de  l'équation  ^i\   Ai-je  besoin   d'ajouter  qu  en 

....  11'-.  dz         .  , 

éliminant  x  entre  cette  intégrale  et  1  équation  p  ^^  —•  ou  z  est  la  va- 
leur résultant  de  l'intégrale  même  dont  nous  parlons,  on  aura  une 
équation  entre  /)  et  z .  qui  ne  contiendra  plus  que  deux  constantes 
arbitraires,  vu  que  la  constante  jointe  à  x  s'élimine  avec  cette  variable  . 
et  qui  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  (a). 
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5.   Si  l'on  voulait,  du  reste,  ramener  directement  l'équation  (2)  à 

l'équation  ('3),  sans  repasser  par  l'équation  (i)  d'où  l'équation  {?.)  a 

été  tirée,  voici  comment  il  faudrait  s'y  prendre. 
<  >n  poserait 

f'z)rfz  =  fh,     ç  (s) p''£  =  u,     j  =  dt, 

moyennant  quoi  l'équation  (2)  se  réduirait  à 
du         _  , 

-r-  =:   F  iMi. 
dt 

et  donnerait 

comme  ci-dessus.  Ensuite  de 

d-t  =  p-' 

on  conclurait 

r/ M-   _  dp  dz 
lîT  ~  dz   Ir 

Mais,  d'après  les  équations  écrites  plushaui. 

dz  ft 

donc 


dr      fiz]  dz       f'z'  -.  z 
En  représentant  donc  par  cr  (0  la  valeur  de  m  en  <  que  l'équation 

t  =  /F  («)  du 

fait  connaître,  et  par  5  ly]  la  valeur  dey^(z)  f  (2)  en  ^'  conclue  de 

i>=fj{z)dz. 
on  retrouvera  finalement  l'équation 

^^'  dr-       B{v] 

Mais  il  me  semble  qu'on  est  conduit  plus  facilement  et  plus  naturel- 


PURES  ET  APPl.IQUÉES.  i5i 

lenient  à  l'équation  (3)  en  parraiit  de  l'équation  \i)  qu'en  partant  tle 
I  équation  (2). 

(j.  Dans  de  certains  cas  particuliers,  l'équation  (2)  pouna,  du  reste, 
se  montrer  plus  apte  à  l'intégration  que  l'équation  (3i.  Mais  c'est  sur 
l'équation  (3)  qu'on  reconnaît  généralement  que  l'intégrale  complète 
est  toujours  Jacite  à  obtenir  par  quadratures  dès  qu'on  donne  une  seule 
intégrale  première ,  propriété  qui  s'étend  dès  lors  aux  équations  11) 
et  (2),  mais  qui  n'était  pas  connue  pour  elles,  tandis  que  pour  l'équa- 
tion (3)  elle  résulte  d'un  théorème  de  INI.  Jacohi ,  applicable  à  toute 
équation  de  la  forme 

(4)  î^=f(-'0. 

et  dont  voici  la  démonstration. 
Soit 

^  =  X(i-,   t,  a) 

une  intégrale  première  de  l'équation  (4),  a  désignant  la  constante  arbi- 
traire. En  diftérentiarit  et  ayant  égard  à  l'équation  (4),  on  aura  donc 
l'équation  identique 

,.         r/>,  ,  f/> 

I  =  -7-/  -(-  — ' 
df  dt 

laquelle,  ditïérentiée  à  son  tour  par  rapporta  «,  donnera 

,     (I  k  cl),   d'i.  d''f. 

'  -T-T  -^  -, — T~  -^  -r-r  =  "■ 
tinav        tlv    an        anal 

C'est  précisément  la  condition  pour  que 

-y-(c/p  —  Xdl) 

lia  •■ 

soit  une  différentielle  exacte.  I^'intégrale  complote  de   l'équahou  ^j 
est  donc 


/  i'-j- di'  —  '—  Xdt^  =  constante. 


7.   Revenons  à  l'équation  (i)  et  à  la  transformation  par  laquelle  ou 
en  tire  l'équation  (3).  Cette  transformation  nous  montre  que  l'équa- 
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tion  (3)  doit  rester  la  même  pour  une  infinité  d'équations  comprises 
dans  le  type  (i),  mais  répondant  à  des  formes  diverses  des  fonctionsy 
et  (f,  telles  que  pourtant  on  retrouve  toujours  la  même  fonction  9. 
On  peut,  en  effet,  faire  varier  y  et  y,  sans  que  5  varie,  dans  les 
relations 

cVst-à-dire  dans  l'équation  résultante 

J\z)^[z)  =  ^UJ{z)dz\. 

Ainsi  changez  la  fonction  y  (z)  à  volonté,  mais  en  mênif  temps  chan- 
gez çi(z)  de  manière  à  avoir  toujours 

o{z)  =  ^Q[SJ{£)dz\, 

et  les  équations  différentielles  que  la  formule  (i),  ou  ,  si  vous  voulez, 
que  les  formules  (i)  et  (a)  vous  fouiniront  par  ces  changements  suc- 
cessifs, offriront  toutes  la  même  difficulté  à  l'intégration,  et  dépen- 
dront toutes  de  la  même  équation  du  second  ordre 

dt'    ~"    0(rl' 

en  sorte  que  si  l'intégrale  complète,  ou  même  si  une  seule  intégrale 
première  de  l'une  d'elles  est  connue,  on  en  déduira  immédiatement 
les  intégrales  complètes  de  tout  le  système. 

8.   L'équation  (3)  sera  linéaire  si  l'on  a 

Alors,  en  effet,  elle  deviendra 

5^  =  tj(0(AP--B), 
ou 
(6)  :^^^  =  At.(0(A.  +  B), 

équation  qui  s'intègre  dès  qu'on  connaît  une  valeur  particulière  de 
At'  -;-  B  qui  la  vérifie. 
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f^a  condition  (  5  )  exige  que 

eJle  est  remplie  lorsque  l'on  fait 

car  on  a  alors 

ff{z)dz=~^,     f{z)J{z)^z, 


p 


et ,  par  conséquent, 

Jlz)<p{z)  =  -j^^. 

Ce  cas  est  celui  de  l'équation  (B).  Nous  allons  le  traiter  avec  détail 
Mais  ajoutons  encore  que  l'intégrale  particulière  dont  on  a  besoui 
pour  former  l'intégrale  complète  de  l'équation  (6)  peut  s'obtenir  soit 
à  l'inspection  de  cette  équation,  soit  par  la  connaissance  antérieur»- 
d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i),  pourvu  toutefois  que 
cette  dernière  ne  rende  pas  constante  la  quantité 

que  nous  avons  désignée  par  u  et  supposée  variable. 

Toute  valeur  de  z  satisfaisant  à  l'équation  (i)  et  qui  laisse  n  variable, 
conduit,  en  effet,  évidemment  à  une  valeur  de  v  convenable. 

î).   Appliquons  maintenant  notre  méthode  générale  à  l'équation  de 
M.  Jacobi ,  mise  sous  la  forme 

Il  faut  poser  d'abord  (car  à  cause  de  linqjortanoe  (!<■  l'exemple  je 
reprends  le  calcul  en  entier) 

Z^-—=U,        —=  (it 
f/x'  z- 

rmiie  \IV.  —  JciLLET  18^9.  JO 
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moyeDiiant  quoi  l'équation  (B)  devient 


dt 
ef  fournit 


du  ,— ë 

—  =  M yioM  +  I  , 


r         du  l  u 

par  conséquent, 

c  étant   une  constante  à   laquelle  on  donnera  plus   tard  telle  valeur 
qu'on  voudra.  De  là  résulte 


En  multipliant  le  premier  membre  par 


;+8-\/(«  +  8)"'-64 
on  a  64  pour  produit.  Donc 

-+8 
Par  suite . 


-\/G+8)'-64  =  64e'- 
~  +  S\  =  e-('-^)+64e'-=-, 


ou  bien  encore 


=  \  »e   ^     —  e 


Je  dispose  maintenant  de  la  constante  s,  et  je  la  prends  telle  que 
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l'on  ait 

J'obtiens  ainsi  celte  valeur  définitive 


Cherchons  maintenant  à  avoir  z  en  t.  On  a 


c'est-à-dire 


en  posant 


Il  vient  ensuite 


Donc 


flz         dz  lit  I     itz 

Hx         dt   dx         z'    dt 


dz  dv 

d.T  dt^ 


d'z  _         d-v 
dx'  dt' 


.,d'z  du  I    d'v 

Z'  -,        OU       U  =   —  Z  -r-  = — - 

dx'  dt^  !■    dt^ 


et  de  \,\  résulte,  eu  égard  a  la  valeur  di-  a, 

d'v  V 


1) 


do        /  i      _iy 


10.  Toute  la  difficulté  de  l'équation  qui  nous  est  proposée  loule 
sui  l'équation  (D).  Or  l'intégrale  de  cette  équation  a  été  donnée  par 
M.  Bosge.  M.  Besge,  en  effet,  a  démontré  (tome  XI  de  ce  Joiuiial  , 
pagegfi),  que  par  un  chatfgement  de  variable  indépendante  l'équa- 
tion (D)  se  transforme  dans  l'équation  fameuse  à  laquelle  satisfont  les 
fonctions  elliptiques  complètes  de  première  espèce  à  modules  com- 

:3o.. 
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plémentaires.  Mais  en  laissant  même  de  côté  la  remarque  de  M.  Besge  et 
sans  vouloir  tirer  aucun  secours  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
j'observe  qu'en  faisant 


c'esf-a-dire 


log 


I—  i: 


on  change  l'équation  (D)  en  celle-ci 

laquelle  est  comprise,  comme  cas  très-particulier,  dans  l'équation 

(w2Ç=  +  «Ç  +  p)^+  {(j^  +  f)'~  ^  .VI' =  o, 

dont  on  peut  toujours  trouver  l'intégrale  à  l'aide  des  différentielles  à 
indices  quelconques ,  ainsi  que  je  l'ai  prouvé  dans  le  xxi*^  cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Poljteclinifjue.  Il  ne  reste  donc  aucune  difficulté 
relativement  à  l'intégration  de  l'équation  (D).  Mais  voyons  la  forme 
de  l'intégrale  et  continuons  notre  calcul. 

11.  Soit  f,  [t)  ou  simplement  f,  une  valeur  particulière  quelconque 
de  V  satisfaisant  à  l'équation  (i).  On  en  conclura 


dou 


—  v—r-:  =  o. 
dt' 


V. V  —-  =^  constante. 

'  dt  dt 


Soit  1^2'^^/  ou  t»,  une  seconde  valeur  particulière  de  v  telle  que   la 
constante  ne  soit  pas  nulle,  telle,  par  exemple,  que  l'on  ait 


di>.  di', 
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L'intégrale  complète  de  l'équation  (Dj  sera 

af  /3  étant  des  constantes  arbitraires.  De  là 


De  plus,  on  aura 

ih  itv 

d'où 

,       V;      3.    lie 

Lu  se  rappelant  que 

rlx  —  z'^dt  =  -^, 

on  en  conclura  donc 

fia-  :=  -  d  —, 

y  (' 

fl  ou 

J7  —  A  =  7  -I- 


h  étant  une  constante  déterminée  à  volonté  et  y  une  troisième  con- 
stante arbitraire. 

Ainsi  l'intégrale  complète  de  l'équation  (B'  résulte  de  reluiimation 
de  t  entre  les  deux  équations 

(^^  ,  ^) 


<[a..,(f)-(-p..,(t)] 

12.   Les  équations  (E)  se  changent  aisément  dans  celles-ci 


a.(x  —  h  —y)         V,  (t) 
I  —  «P  (j^  —  /i  —  7  i        ■',  [t] 
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Si  donc  on  représente  par 

« 
le  i('siiltaf  de  l'éliinination  de  t  entre  les  deux  équations 

on  aura,  pour  Tintégrale  complète  de  l'équation  (B), 

,  PI  „  ^  '  — »P(-^->i  — y)  w  r      ^r(x-h-y)      1 

A  cause  de  la  présence  de  It  et  parce  que  v,  it)  est  une  intégrale  parti- 
culière quelconque  de  léquation  (D),  on  aura  une  valeur  particu- 
lière quelconque  de  z  en  prenant  a=i,jS=ro,  7^0,  ce  qui  doiuie 

Je  poserai 

^'{x  -h)  =^ (x) , 
et  de  la  sorte 

z  =  (p{x) 

représentera  une  intégrale  particulière  quelconque  de  l'équation  iB). 
Pour  repasser  de  là  à  l'intégrale  complète,  j'observerai  que 

W{x)=<i>(x  -^  h). 
et  par  !a  formule  (F    j'en  concliu'ai  cette  valeur  générale  de  z 


.V  —  li  —  f)  ,\ 


Mais  pour  me  débarrasser  de  la  quantité  fi ,  et  aussi  pour  arriver  à  la 
mènie  formule  que  M.  Jacobi .  je  pose  encore 

i  -I-  afi{h  -+-  •/  =  a'a  ,     [i  —  —  V  —  '  ^■ 
ce  ({ui    rendra   le  facteur  de  la  fonction  $  égal   à  «' -h  y  —  i  Ax.  La 
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quantité  sous  le  signe  4>  peut  s'écrire  ainsi 

(a=  —  /iap)x  —  OL'(h  +  7)  +  ^[l  -t-  a^'/'  H--/)] 
i  H-aP(/i-4-7)  —  afx 

c'est-à-rlire 

(a  -+■  hb  \j —  \)x  —  a(/i  +  •/  i  -(-  lia' 
a'  -(-  \] —  I  bx 

Soit  donc 

a  -)-  AA  \  —  I  =  «.     ha'  —  o(.[h  -\'  ■/]  =  \  —  i  h\ 

et  il  nous  viendra 

(G)  ,=  (a'^,—.bx)^\^^±^)- 

\a  +  V  —  '  bx  / 

Trois  des  constantes  a,   a\   h,   h'  sont  arbitraires,  mais  la  quatrième 
dépend  des  trois  autres. 

En  effet,  à  cause  de  j3  =  y  —  '  *>  l'équation 

I  +  a(3(A  +  7)  =  a' a 
donne 

1  —  «'a 
«(^  +  7)  =  "^ 


'équation 

OL  A~  hb  sj  —  \  ■=  a 


donne  d'autre  part 


by/-, 


Substituons  ces  valeurs  de  h  et  h  -h  /  dans 

ha'  —  a(A  -i-  y)  =:  V  —  •  '*'> 
et  il  nous  viendra 


b  \  —  I  b  ^  —  I 
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d'où 

aa'  +  hb'  =  r. 

On  verra  que  ces  résultats  coïncident  avec  ceux  de  M.  Jacobi ,  si  Ion 
se  rappelle  que  la  quantité  désignée  par  y  dans  le  Mémoire  de  1  illustre 

auteur  est  égale  à  z    '^ ,   en  sorte  que  z  =  — • 

15.  On  se  souvient  que,  sans  rien  perdre  de  sa  généralité,  l'équa- 
tion (i)  peut  être  réduite  à 


'^•?(^);7i 


7^  =  ''[fWS} 


dx 
Mais  cette  dernière   n'est  qu'un  cas  très-particulier  de  la  suivante: 

dont  il  est  bon  de  dire  aussi  un  mot. 
Posons 

et  nous  aurons  d'abord  à  intégrer  l'équation  du  premier  ordre 

Soit 

le  résultat  de  cette  intégration;    il  ne  restera  plus  à  traiter   qu'une 
équation  du  second  ordre , 

(t-z  ûs  \j:) 


dx''  ip  (x,  3' 

du  genre  de  celles  dont  on  a  parlé  n°  6  ,  et  qui  s'intègrent  complè- 
tement dès  qu'on  en  donne  luie  seule  intégrale  première. 

14.   On   pourrait   considérer  encore,    au    lieu   d'une   seule   équa- 
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fion  (a),  un  système  d'équations  simultanées,  tel  que 

'     dx'         „     /  rf'a,  'I^^hX 


^-   dx-  „    /  ./  z,  d-z,\ 


d .  a„  — — ; 


t>     /  d'z,  d'z„\ 


c;,,  c5j, 05„  étant  des  fonctions  de  x,  2,^...,  i„.  On  poserait  alor> 


rf'z,   _  d'z. 


et  cela  conduirait  à  des  conséquences  utiles,  surtout  dans  le  cas  où 
l'on  supposerait  généralement  (j),„  fonction  de  z„  et  x  seules.  Mais  je 
ne  crois  pas  devoir  insister  sur  ces  remarques  que  le  lecteur  dévelop- 
pera aisément  de  lui-même. 


Tome  XIV.  --  Jl'ILLET  1849 
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SECONDE    NOTE 


\A  CONVERGENCE  DES  SÉRIES  DU  MOUVEMENT  ETJJPTK^UE, 
Par  m    PUISEUX, 

Maître  de  Conférences  à   TÉcole   Normale. 


rfans  un  précédent  article  de  ce  Journal  (Février  1849)»  J*'  '"^  ^"^''^ 
proposé  de  démontrer  que  la  limite  des  valeurs  de  l'excentricité ,  pour 
lesquelles  les  séries  du  mouvement  elliptique  des  planètes  restent  con- 
vergentes, est  un  minimum  dans  le  cas  où  l'anomalie  moyenne  est 
égo.le  à  90  degrés.  J'ignorais  alors  que  cette  question  eût  déjà  été  ré- 
solue par  M.  Cauchy  dans  un  Mémoire  sur  le  calcul  des  limites,  qui 
fait  partie  des  Exercices  H'Jnaljse  et  de  Phjsique  mathématique 
(année  i84i)-  M.  Cauchy  est  encore  revenu  sur  ce  sujet  dans  vme  de 
ses  dernières  leçons  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  et  il  a  donné 
du  théorème  dont  il  s'agit  une  démonstration  à  laquelle  j'étais  par- 
venu; je  vais  essayer,  avec  l'autorisation  de  l'dlustre  professeur,  de 
l'exposer  ici. 

En  conservant  les  notations  adoptées  à  la  page  35  de  ce  volume,  il 
s'agit  de  déterminer,  entre  les  limites  zéro  et  ::,  la  valeur  réelle  de  ï 
qui  rend  minimum  le  plus  petit  module  de  x  pour  lequel  on  a  à  ia 
fois  les  deux  équations 
(i)  )•  —  X  sin  7-  =  Ç, 

(2)  I  —  xcosj-  =  0. 

Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Soit  Z  une  fonction  imaginaire  de  la  variable  réelle  z;  le  module 
de  Z  croît  ou  décroît ,  lorsque  z  augmente,  suivant  que  la  partie  réelle 

de  l'expression  ,-  -^  est  positive  ou  négative. 
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En  effet,  appelons  S  le  logarithme  du  moclule;(ie  Z,  <le|, sorte  qin- 
ce  module  augmente  ou  diminue  en  même  temps  que  S;  soit  de  plu-. 
P  un  angle  réd  :  nous  pourrons  faire 


Différeutions  par  rapport  à  z  les  deux  membres  de  cette  égalité;  pui- 
divisons-les  par  Z,  il  viendra 

I   rfZ  _  f/S         ./H 
T.  d^  ~~  dt,         <fe  V 

,.  ^/S  /Il  .    11      j      '  '^'^  ' 

Ofi  voit  par  la  que  —  est  égal  a  la  partie  réelle  de  y-,  ■  ^t  q»  aniM  . 

r  augmentant,  S  croît  ou  décroît  suivant  que  cette  partie  réelle  est 

positive  ou  négative. 

De  cette  proposition  résulte  immédiatement  le  corollaire  suivant  : 
Les  valeurs  tie  z  pour  lesquelles  le  morltlle  de  ^U  est  un  inajcimuni 

ou  un  minimum  annulent  la  partie  léelle  de  l'expression  ~.^=c  o,  et 

il  y  n  maximum  ou  minimum ,  sun-ant  (jue  la  partie  réelle  de       (  5  "7"  ) 

fsi  négative  ou  positive. 

Revenons  maintenant  aux  équations  (i)  fltr.(3ji:  eq  tertu  de  ces 
équations,  x  est  une  fonction  de  la  variable -népUe";  les  valeurs  de  Ç 
qui  rendent  le  module  de  x  maximum  ou  minimum  annulent  donc 

la  partie  réelle  de     -—•    Mais   les    mêmes  équations  différentiees   par 

rapport  à  'Ç  nous  donnent 

dx        '      '      '.  dy  dr 

-  si'i  J^'  ^  =  J  »     ^  s>"  y  dt  ~  ^^^  ■^  7:  ^  '^ '^ 

.     -f  !14    n 1 

d'où 


dj:  _                1 

dt              sin  y 

dy  cos^ 

dt               rsin'  y 

•'l, 

par  conséquent. 

l    dx                       1 

V 

r   dl                 rsin 

r-  %\n- y 


-•Il, 
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Pour   que  la  parrie  réelle  de  -  ^  soit  nirile,   on   voit  que  celle 
de  j  —  Z  doit  l'être  aussi,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 

j  =  Ç  +  p  \  —  I  , 

p  désignant  une  quantité  réelle.  Cette  valeur  étant  substituée  dans 
l'équation 

(4)  [j  -  Ç)  cos  j  -  sin  j  =  o , 

qui  résulte  de  l'élimination  de  jc  entre  les  équations  (i)  et  2).  il 
viendra 

p  V' —  I  cos  (Ç  +  f  \  —  0  ~  s"^  (Ç  +  f  V  —  I  )  =  o  . 
ou  bien 

[p  V  —  I  cos  (pv —  I  )  —  sin  (f  V  —  I  M  cosÇ 
=  [p  V  —  I  sin  (p  V  —  '  )  -1-  cos  (jo  V  —  '  )]  sin  Ç. 

I,e  premier  membre  contenant  le  facteur  \  —  i  ,  tandis  que  le  second 
membre  est  réel,  chacun  d'eux  doit  être  nul  séparément;  ainsi,  pour 
que  le  module  de  x  soit  maximum  ou  mmimum,  il  faut  qu'on  ait 
à  la  fois 

(5)  i  [f  V  —  I  cos  (p  V  —  1  )  —  sin  (f/  v  -  i  )]  cos  Ç  =  n  . 
f  fj5V  —  '  sin  (p  V— i) -t- cos(pv  —  I  )]  sin  Ç  =  o, 

La  quantité  p  y  —  1  cos  (/^  \  —  1  )  —  sin  ((9  v'—  i  )   pouvant  se  mettre 
sous  la  forme 


9\ 


/     1         Ù~  I  Ç,'  I  p-  \ 

\3    I         5    i  .2  3        7     1 .2. .    .6  / 


on  voit  qu'elle  ne  sera  pas  nulle,  à  moins  (jue  (S  ne  soit  mil  :  les  deux 
facteurs 

pv—  1  cos(pv'—  i)  -  sin(pv'—  Or 

(>  v'—  !  sin  ((3  V  —  0  +  cos ((,  V —  1  )  , 

ne  peuvent  donc  étie  nids  à  la  fois;  il  en  est  de  même  de  sin  'Ç  et  de 
cos  Ç    Par  conséquent,   pour  que  les  équations  (5    soient  satisfaites. 
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il  faut  qu'on  ait 

|5  V  —  '  t:os  ((5  V  —  I  )  ~  sin  (fj\  —  i  )  =  o ,      siii  Ç  =  o  ; 
on  bien 

p\  —  \  sin  {fi\  —  I  )  +  coslpv  —  I  )  =  o,      cosÇ  =  o. 

La  deuxième  hypothèse  nous  donne  Ç  =     ,  et  l'équation  qui  déter- 
mine û  pouvant  être  mise  sous  la  forme 
r     p'  I  Cl'  I  &' 

_  .  !_    -^ .  L \-   _  . • _(_...;=;     I    . 

7.    I  4     1-2.3       6     12. 34-5 

on  en  conclut  p  =z  ±:  i,igc)6...;    l'équation  (4)  nous  donne  ensuite 

et  ,  par  conséquent, 


cos-r  '^ 

Pour  savoir  si  ce  nombre  0,662...  est  un  maximum  ou  un  nununum 
(lu  module  de  x,  il  faut  déterminer  le  signe  de  la  partie  réelle  de 

l'expression  -r:\-  -jz)  '■  or  il  suit  de  l'équatio!!  (3; 


£i!.—\— L      ('Il  —    \ 


_    (£--çrj-j_r- 


lelte  quantité  est  positive,  puisque  0  surpasse  l'unité  :  c'est  donc  un 
minimum  qu'on  vient  de  trouver  pour  le  module  de  x. 
On  a  vu  qu'on  satisfait  aussi  aux  équations  i^5)  en  posant 

f>  \  —  I  cos  (  p  V  —  <  ^  —  sin  (  p  \  —  1  )  =  o ,     sin  Ç  =  o . 

d'où  il  suit 

Ç  =;  o    ou    Ti,        s  =  o.         7'  =  o    ou    7:,        X  ^   ±   l  . 

Ici  la  valeur   du   moilule  de  O"  ,  à  savoir  l'unité,  est  nécessaiivuierit 
MU   maximum  ,    puiscpie  ce  module  est  minimum  pour  Ç  =  -,  et  ne 
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devient  maximum  ou  mininuun  poin-  aucune  autre  valeur  de  ^  com- 
prise entre  o  et  ti. 

Ainsi  la  limite  des  valeurs  de  l'excentricité  pour  lesquelles  les  séries 
du  mouvement  elliptique  restent  convergentes,  décroit  de  i  à  0.662..., 

quand  «  augmente  de  zéro  à  -,  et  croît  de  0,662...  à   i  ,  quand  ^ 

I    '^ 
ananieiitp  de  -  a  r. 


^ 

D 

~~^-^ 

b( 

i 

^    \ 

\ 

:  / 

\^ 

.J 

_^-^' 

D' 


Soit  AB  le  grand  axe  d'une  ellipse  donnée  :  si  l'exceiitricité  est 
inférieure  à  0,662...,  les  séries  en  question  seront  convergentes  pour 
toute  valeur  de  l'anomalie  moyenne;  mais  il  n'en  sera  plus  de  même 
si  l'excentricité  surpasse  0,662..  .  Dans  ce  cas,  il  existera  sur  la 
courbe  quatre  points  C,  D,  C.  D'.  placés  deux  à  deux  symétri- 
quement par  rapport  à  l'axe  AB,  et  tels,  que  les  séries  seront  conver- 
gentes pour  les  parties  CAC,  DBD'  de  I  ellipse,  et  ne  le  seront  pas 
pour  les  parties  CD,  CD'.  On  voit  aisément  que  les  points  C  et  D 
répondent  à  des  valeurs  supplémentaires  de  l'anomalie  niovenne. 
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SUR    UN    PRORr.EME    DE    GEOMETRIE: 
l*AR  M    lîESCiE 


De  la  Hire  a  résolu  jadis  ce  problème,  du  reste  éleineutaire,  de 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle,  constant  en  gran- 
deur, et  dont  les  côtés  touchent  continuellement  une  conique  donnée. 
La  courbe  est  géométrique  et  du  quatrième  degré.  On  peut  semblabic- 
ment  se  proposer  de  trouver  sur  un  ellipsoïde  le  lieu  décrit  par  le 
sonunet  d'un  angle  de  grandeur  constante,  dont  les  côtés  sont  deux 
lignes  géodésiques  continiiellernent  tangentes  à  une  ligne  de  courbure 
donnée.  Le  problème  se  résout  on  ne  peut  plus  facilenu  nt  à  l'aide  de 
l'équation  coniuie 

ij.^  cos^  /  -I-  V-  sin^  /  =  fi 

des  lignes  géodésiques.  On  peut  su[)poser  que  le  point  (a,  v)  est  le 
sonunet  mobile,  et  que  l'équation  que  je  viens  d'écrire  est  celle  d  lui 
des  côtés  de  l'angle.  Alors  il  est  clair  que  l'angle  en  questiori  est  ex- 
primé,  soit  par  2/,  soit  par  n  —  2/',  et  que,  par  suite,  on  a,  suivant 
les  cas.  ou  plutôt  suivant  la  manière  dont  on  veut  que  l'angle  S  soit 
tormé, 

0  .        yJ^—1' 

tang  -  =  tang  /  —  ' 


ou 

tang  -  =  cot  i  =    ,1 • 

^2  vV-6 

On  pourrait  prendre  aussi 

tane  0  =  :iz  tana  n  -  ^  ■i   -"-^    ^,       ,-  ■ 

Ici  6  et  p  sont  des  constantes;  fx  et  v  sont  les  coordonnées  variables. 
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En  faisant  j3  =  h-,  on  aura  le  cas  où  les  deux  côtés  de  l'angle  passent 
constamment  par  deux  ombilics. 
Uéquation 

./"titê  Je,  —  V 

tane  5  =  zp  2  ^-^. — —-—r-- 

est  la  plus  conmiode  qu  on  puisse  employer  pour  arriver  a  l'équation 
en  coordonnées  rectangulaires  qui,  avec  celle  de  l'ellipsoïde 


p-         p'  —  b'-         f'  —  c-  ' 

détermine  le  lieu  cherché.  Elle  donne 

{;j?  -I-  V-  —  2  jS?  tang-  S  =  4  jS  (,a-  -1-  v")  —  4/-'-'''-'"  —  4i5^ 

On  n'a  donc  plus  qu'à  substituer  pour  p.-  -+-  v'  et  fx'v^  leurs  valeiu's, 
savoir, 

u}  -+-  v^  =  x'-  -f-  7-  —  2^  -h  h-  +  c^  —  p^      V.^ V^  = —  î 

ce  qui  conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré  comme  dans  le 
cas  du  plan. 
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REMARQUES  'é 

SUR    QUELQUES    INTÉGRALES    DÉFINIES; 
Par    m.    Ossian    BOI\i\ET 


On  connaît  le  théorème  suivant  dû  à  l'illustre  Abel  et  si  utile  clans 
la  théorie  des  séries  : 

(1)  a,,     Or,,     a^,...,     an,..-, 

représentant  n  nombres  réels  quelconques ,  et 

u  mit  les  nombres  positifs  et  décroissants  ;  si  pour  toutes  les  valeni  s 
entières  de  p  depuis  i  jusquà  n,  on  n 

A  <  rt,  +  «2  -^...-H  (7,,  <  V,  . 

on  aura  aussi  pour  les  mêmes  valeurs  de  p,  vMC  ^s 

Ae,  <«,£,  +  rtjSj  -f-...-(-  fl,,c,,  <  Bs,. 

La  déinonstration  de  ce  théorème  ne  reposant  nullement  sur  ce 
que  p  et  n  sont  finis,  on  peut  supposer  ces  nombres  infinis,  deux 
termes  consécutits  quelconques  des  suites  (i)  et  (■>.)  ayant  alors  géné- 
ralement une  différence  infiniment  petite;  on  obtient  ainsi  cet  autre 
théorème  très-facile  à  établir  en  toute  rigueur: 

Théorème  L  Si  Vintégrale  définie 


f    <p[x)dx, 


dans  laquelle  (p  (x)  représente  une  Jonction  finie  quelconque,  reste 

Tome  XIV'.  —  .\ocT  1849-  ^^ 
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constamment    comprise    entre    A    et   B   quan'l  x  varie    de   a   à  b . 
l'intégrale 

dans  laquelle  J  {x)  est  une  Jonction  constamment  positive  et  décrois- 
sante, reste  comprise  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  entre 

kj\a)     et     R/(«). 

Ce  nouveau  théorème,  ou  plutôt  ce  cas  particulier  du  théorème 
li'Abel,  a  peut-être  été  remarqué,  mais  ce  que  l'on  n'a  pas  suffisam- 
ment montré,  je  le  crois  du  moins,  c'est  qu'il  peut  donner  la  clef 
d'un  grand  nombre  de  difficultés  relatives  aux  intégrales  définies 
dans  lesquelles  la  limite  supérieure  est  oo  . 

Pour  le  faire  vbir,  observons  d'abord  qu'on  en  déduit  l;i  'oiisé- 
quence  suivante  ; 

Théorème  T1.   Si  une  intégrale  définie  de  la  forme 


I      m-^f{x  \  dx , 


et  que  j'appellerai  F  (m),  est  finie  et  déterminée  pour  une  certaine  valeur 
m,  de  m,  cette  même  intégrale  sera  finie  et  déterminée  pour  toute 
autre  valeur  m^  moindre  que  m, ,  et  la  différence  F  [m,]  —  F  (m.,)  sera 
infiniment  petite  avec  m,  —  «jj-,  de  manière  que  si  l'on  est  parvenu  à 
déterminer  la  valeur  F  (m)  de  l'intégrale  pour  les  valeurs  de  m  infé- 
rieures à  un  nombre  donné  p.,  pour  avoir  la  valeur  de  cette  intégrale 
correspondante  à  m  =  p.,  il  suffira  de  prendre  la  limite  vers  laquelle 
tendra  F  [m)  quand  m  tendra  vers  p.  ;  la  seule  condition  exigée  pour 
l'exactitude  de  cette  méthode  est  que  l'intégrale  proposée  soit  finie  et 
déterminée  pour  m  =  a. 

Ce  résultat  s'établit  de  la  même  manière  que  le  suivant  dont  il  est 
le  correspondant  et  qui  est  relatif  aux  séries: 

Si  une  série 

F  {m)  =  <T„  -(-  rt  I  m  -I-  «2  '«"  +  •  •  +  «/,  '"''  -^  — 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  lettre  m,  est 
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convergente.  [)oiir  une  valeur  m,  de  cette  lettre,  elle  est  aussi  conver- 
gente pour  une  autre  valeur  m^  plus  petite  que  m,,  et  la  différence 
¥{m,)  —  ¥{m^)  des  sommes  de  la  série  est  infiniment  petite  avec 
m,  —  /«2.  [Voyez  le  Mémoire  d'Abel  sur  le  développeinent  du  binôme.) 

On  déduit  encore  du  théorème  I  d'autres  conséquences  qui  peuvent 
être  utiles  dans  différentes  circonstances;  mais  on  les  trouvera  sans 
peine,  car  elles  sont  analogues  à  celles  qu'on  déduit  du  théorème 
d'Abel  et  qui  sont  relatives  aux  séries.  Bornons-ncîus  à  la  précédente. 

On  conçoit  immédiatement  tout  le  parti  qu'on  peut  retirer  de  cetft- 
propriété. 

Ainsi ,  par  exemple ,  on  a 

X*        --.sinèjT   ,  /'■*  ,1  v-^sinA.i-    ,  ^         h 

e~"^ fix  =  j       (  —  1    — --  ax  =  arc  tang    - 

et  cela,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a  ou  pour  toutes  les 
valeins  moindres  (lue  i  de  —  .  faisons 

a  =  o     ou     —  =  I ,  ^ 

l'intégrale 


r*  sin  h.r    ,  * 


étant  tinie  et  delernuiiee,  comme  on  le  voit ,  i-ii  la  décomposant  de  la 
manière  suivante, 


aura   pour  valeur  la  limite   vers  laquelle  lend    an.  tang       lorsque  (t 

s'approche  de  o,   c' est-a-dire  -• 

On  arrive  ainsi  très-simplement  à  un  résultat  qui  neet  pas  toujours 
démontré  d'une  manière  suflisamment  rigoureuse. 

On  peut  de  même  éiahlir  tout  a  fait  rigoureusement  un  grand 
nombre  d'intégrales  trouvées  par  Poisson  dans 'le  Journal  de  l'Ecole 

*  32.. 


202  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Polytechnique ,   par  différentes  méthodes  qui   ne  sont   pas   à   l'abii 

d'objections. 

Ainsi,  soit  l'intégrale 


£ 


''  (tx, 


Poisson  la  trouve  facilement ,  pour  toute  valeur  de  a  différente  de 
zéro ,  égale  à 

Ce- 2", 

C  étant  indépendant  de  a;  puis,  pour  déterminer  cette  constante  C, 
il  suppose 

e-^'  dx 

é^âle  à  ce  que  devient  Ce*^"  pour  rt  =  o;  cela  n'est  pas  évident. 
Mais  si  l'on  observe  que  * 

£  r-da:=£  e---''^'^^£  (±^f^dx. 

on  voit  aisément,  d'après  le  théorème  H,  un  peu  généralisé,  que  la 
valeur  de  cette  intégrale  pour  a  =  o  est  égale  à  la  limite  vers  laqiielle 
tend^^a  valeur  générale  quand  a  décroît. 

Il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ce  premier  point,  on  comprend 
tout  le  parti  qu'il  est  possible  de  retirer  du  théorème  11  et  des  théo- 
rèmes analogues  qu'on  déduit  du  théorème  I. 

•Je  passe  à  une  autre  application  du  théorème  I.  Je  vais  m'en  servir 
pour  démontrer  que  la  limite  vers  laquelle  tend 
/'''  sin  iix     1    ,     . 

a  uifsuie  que  n  croit  indéfiniment j  est  -  (f  [6]. 

Soit  £  un  npuiDre  déterminé  qu'on  pourra  supposer  aussi  petit 
(pion  voudra;  décomposons  l'intégrale  proposée  connue  il  suit, 

/     sin^jc  ?-^  Hx  +  l     sin  nx  -— -  dx , 
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et  considérons  d'abord  la  seconde  intégrale 

IX  ' (IX. 


/ 


Il  est  permis  de  supposer  que  o  [x)  varie  toujuuis  dans  le  inètnc 
sens  de  e  à  A;  car  si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  il  serait 
possible  évidemment  de  décomposer  l'intégrale  en  une  série  d'autres 
pour  lesquelles  elle  le  serait;  de  plus,  on  peut  admettre  que  9  {x)  soit 
constamment  positif  et  aille  en  diminuant  ou  en  restant  constant  de  £ 
à  h  :  c'est  ce  que  l'on  voit  immédiatement  en  mettant  l'intéeiale  sou;- 
la  forme 

±  j  JT"  !l!l^[C  ±  ?  (x)\  clx\  ^  cf"  ^  (ix, 

C  représentant  un  nombre  positif  supérieur  à  la  valeur  absolue  dt 
ç  {x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  £  à  h,  et  le  signe  supérieur  ou  l^- 
signe  inférieur  étant  adopté  selon  que  9  (x)  augmente  ou  dimituit^ 
de  £  k  h. 

Cela  posé,  comme  l'on  a,  quelles  que  soient  les  limites. 


-^<X'^" 


nx  (Ix  <  - , 


et  que  o{x)  est  positif,  constant   ou  décroissant  de  £  à  //,  et,   par 

?  (jt)  ....  1  '  1  >  1  ■     - 

conséquent,  — —  positif  et    décroissant   entre  les   nienies  limites,  on 

artra  aussi  (théorème  I), 

—  -  5-^'  <  /     sin  nx  -^— ^  (Ix  <  -  — ■ 

lela  prouve  que  la  iuiiite  vers  iatjuelle  tend  l'intégrale 


r 


sin  iij.  ,1 

(j5  {x)  ffx  . 


a  mesure  que  n  croit  indéfiniment,  est  zéro. 
Consitlérons  maintenant  l'intégrale 


X-  siii/iJ.     ,    .    , 
—-^f{x)flx. 
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Nous  pouvons  d'abord  y  supposer  =  assez  petit  pour  que  œ  {jc)  varie 
dans  le  même  sens  pour  toutes  les  valeurs  de  x  de  o  à  a;  admettons, 
de  plus,  que  ©  [jc]  aille  en  diminuant  :  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait 
prendre  l'intégrale 

/     — ';. —  [  ~~  ?  (^)]  ^^  '■> 
lintéarale 

j     — - —     OU     j^     ~^dx. 

étant,  quels  que  soient  i  et  //,  comprise  entre  o  et  /  ^ —  dx ,  on  aura 
,  théorème  1  ) . 

o  <j     '^  \9\pc)  -  o{i)]dx  <  (ç(o)  -  9(£)]  r^^Hx; 

car  rD(x)  —  ç)(c)  est  positif  et  décroissant  pour  les  valeurs  de  a-  de  o 
à  c.  Mais  c  étant  suffisamment  petit ,  ©  (o)  —  <f  (s)  est  aussi  près  que  l'on 
veut  de  zéro,  donc  la  limite  vers  laquelle  tend 

f-  sin  nx  . 

— —  ©  [x]  dx  . 

à  mesure  que  n  augmente,  est  la  même  que  celle  de 

,     /•="  sin  n.T     ,  ^  \ 

©    £)    /        n.T       ou        -G)    G). 

'         'Jo  ^  2    ' 

Ce  résultat,  réuni  à  celui  que  l'on  a  obtenu  plus  haut,  montre  que 
la  limite  de 

J.    .  sin  nj     , 
O  (x) dx . 
-,     '   '    '      -^ 

A  mesure  que  n  augmente,  est  -  ©  (o). 

Nous  avons  supposé  y  [pc)  continu  dans  le  voisinage  de  la  valeur  o 
de  x;  dans  le  cas  contraire,  le  raisonnement  précédent  prouve  que 

la  limite  en  question  est-  ç»  (s) .  ê  étant  infiniment  petit  et  positif. 
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\y3nt  démontré  que  pour  «  =  ao  , 

.  h       ■ 

a  {jc]  rt.r  =  -  et- 1  ol . 

on  peut  conclure  aussi 

h  étant  du  uionis  inférieur  h  -»  il  suffit  de  remplacer  dans  la  prennere 

relation  ç)  (a)  par  -^ f  [x). 

Des  égalités  (a)  et  {h)  on  déduit  simplement  les  deux  fornuiles  <|ue 
Fourier  a  données  pour  représenter  une  fonction  quelconque  continut- 
o(i  discontinue  d'iuie  variables,  par  une  intégrale  définie  double  ou 
par  une  double  série  ordonnée  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 
midtiples  entiers  positifs  de  ^;  ce  qui  précède  fournit  donc  une 
démonstration  rigoureuse  de  ces  deux  formules. 

Je  terminerai  en  faisant  une  remarque  relativenu-iit  a  un  procédé 
quelquefois  employé  pour  déterminer  la  valeur  de  certaines  inté- 
grales; je  veux  parier  de  la  méthode  qui  consiste  à  nudtiplier  l'inté- 
grale proposée  parce  qu'elle  devient  quand  on  y  remplace  la  variable 
X  par  j-,  puis  à  transformer  l'intégrale  double  ainsi  obtenue  en  sub- 
stituant aux  variables  x  et^,  considérées  comme  des  coordonnées 
rectangulaires,  des  coordonnées  polaires  /  et  w.  Cette  inéthod('  est 
employée  ordinairement  pour  obtenir  la  valeur  de  I  intégrale 


'  dx , 
et  l'on  admet  que 


X 


i     j       c-i^'^'')dxdj  =  j      e-'^' lidp  r  d'.). 

Cette  égalité  n'est  pas  évidente,  et  on  reconnaît  même  facilement 
qu'on  ne  peut  être  sûr  de  son  exactitude  que  parce  que  l'intégrale 
définie 


£ 


''  dx 
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est  finie  et  déterminée  en  vertu  du  décroissement  seul  de  l'élément 
e-'^'dx  à  mesure  que  x  augmente.  En  effet,  la  propriété  qu'elle 
exprime  est  la  correspondante  de  cette  autre  relative  aux  séries  : 

Si  les  deux  séries 
(i)  »'o  -i-  t'i  -^  "2  -^  «'3  -^-M 

(2)  i<[^  v\^v[~v^-^..., 

sont  convergentes ,  la  série 

Y,,—  V,  __  Vj-K.... 
fhnt  le  terme  général  est 

sera  aussi  convergente,  et  aura  pour  somme  le  produit  des  sommes 
des  séries  proposées. 

Or  cette  seconde  propriété  s'établit  aisément  en  supposant  le^ 
séries  (i),  (2)  convergentes  indépendamment  des  signes,  mais  peut  ne 
pas  être  vraie  dans  le  cas  contraire.  Ajoutons,  toutefois,  qu'Abel  a 
démontré  que  si  la  série 

est  convergente,  elle  ne  peut  avoir  pour  somme  que  Je  jjroduit  des 
sommes  des  séries  (i)  et  (a),  de  manière  que  le  procédé  d'intégration 
cité  plus  haut  sera  encore  applicable  si  l'intégrale  du  second  membre 
est  finie  et  déterminée. 
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MÉMOIRE 

SUR 

L  intéi^ifitioii  (les  c(juati()ns  fliffcrciitiellcs  du  nioin'cincut  d  im 
nombre  (jitclcoticinc  de  points  matériels: 

Pak    J.    LlOUVILLEf*!. 


\  Dans  mie  Note  qui  lait  partie  des  additions  à  la  Connaissance 
des  Temps  pour  18/19  [**]>  J^'  montré  comment  on  peut  intégrer  les 
l'quations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  libre,  dans  un  cas 
tres-étendu  qui  comprend  en  particulier  tout  ce  qu'Euler  et  Lagraiige 
(mt  donné  relativement  au  mouvement  d'iui  mobile  soumis  à  Faction 
de  deux  ou  de  trois  centres  fixes.  Je  vais  appliquer  ici  la  même  ana- 
lyse aux  équations  du  mouvement  d'un  nombre  quelconque  de  points 
matériels  m,  m',  iri\...  que  d'abord  je  supposerai  libres  aussi.  Ces 
points  libres  seront  rapportés  à  trois  axes  Ox ,  Oj,  Oz.  rectangulaires 
nu  obliques,  comme  on  voudra;  mais  après  avoir  décomposé  la  force 
qui  sollicite  chaque  point  du  système  en  trois  autres,  parallèlement  à 
ces  axes,  nous  admettrons  que  les  valeurs  de  ces  trois  composantes 
s'expriment  par  les  dérivées  partielles ,  relatives  aux  trois  coordonnées 
correspondantes  du  point,  d'une  certaine  fonction  donnée  U  des  coor- 
données X,  j,  z,  x',  y',  z',...  de  tous  les  points  m,  m',  m",...,  laquelle 
fonction  restera  la  même  pour  tous  ces  points  et  ne  dépendra  pas  du 

[*]  Ce  Mémoire  a  déjà  paru,  il  y  a  deux  ans,  i\an<,h\  Connaissance  ciei  Temps.  Coinine 
il  fait  suite  à  des  recherches  insérées  dans  ce  Journal  et  sur  lesquelles  nous  aurons 
encore  à  revenir  plus  tard  ,  nous  avons  cru  devoir  le  reproduire  ici. 

[**]  Voyez  aussi  les  deux  Mémoires  sur  ijuclques  cas  particuliers  où  1rs  i-f/uation>  r.'ii 
mouvement  d'un  point  matériel  peuvent  s'intégrer,  insérés  au.\  tomes  XI  et  XH  du 
Journal  de  Mal/iématif/ues.  La  Note  citée  n'est  qu'un  e.xtrail  du  second  de  ces  deux 
Mémoires . 

Tomo  XIV.  —  Aon  18^9  J  ' 
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temps.  Les  équations  du  mouvement  seront  ainsi  : 

d'x  _  dV 

df  dx 

d'y  _d\5 

dt-  dy 

1,  (         d'z  d\5 

j  dt  dz 

I       ,d'-x' rfU 

I            dt"-'         dx'  ' 
\ 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  U  désignera  ce  que  M.  Jacobi 
nomme  \a  fonction  des  forces  ;^eX.  l'on  voit  que  l'hypothèse  où  nous 
nous  plaçons  consiste  alors  à  admettre  que  le  principe  des  forces  vives 
ait  lieu.  Si  les  coordonnées  sont  obliques,  ce  principe  de  mécanique 
cessera,  en  général,  d'être  applicable.  Mais  comme,  dans  ce  second 
cas,  la  forme  analytique  des  équations  (i)  se  trouve  être  la  même  que 
dans  le  premier,  la  signification  géométrique  et  dynamique  des  quan- 
tités dont  les  équations  se  composent  étant  seule  changée ,  il  est  clair 
que  la  méthode  même  qui  conduit  à  l'intégrale  des  forces  vives  dans 
le  premier  cas  (et  qui  repose  sur  ce  fait,  qu'on  obtient  dans  les  deux 
membres  une  différentielle  exacte,  en  ajoutant  les  équations  (i)  après 
les  avoir  multipliées  par  les  facteurs  respectifs  ar/.r,  ndj,  etc.j, 
conduira  encore,  dans  le  second  cas,  à  une  intégrale  algébriquement 
semblable  à  celle-là;  ce  que  l'on  doit  comprendre  facilement  sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'y  insister. 

2.  Au  reste,  pour  marquer  mieux  encore  le  point  de  vue  purement 
analytique  où  nous  voulons  nous  placer  dans  ce  Mémoire ,  et  aussi 
pour  donner  à  nos  calculs  plus  de  symétrie  et  d'élégance,  nous  chan- 
gerons un  peu  la  forme  des  équations  (i).  Nous  substituerons  à  ces 
équations  (i)  le  système  d'équations  que  voici  : 

d'x,  rfU 

dt'  dx, 

dx,  dV 

^    dt^  rU. 


d'x,  _  dV 
'    dt'  dx,  ' 
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ou  m,,  nij,...,  m,  sont  des  constantes,  et  U  une  fonction  des  va- 
riables jc,,  x.^,...,  Xi,  mais  non  de  la  variable  indépendante  t.  Dans  la 
question  de  dynamique  indiquée,  l'indice  i  deviendra  égal  au  triple  du 
nombre  des  points  mobiles,  t  désignera  le  temps;  x,,  x^,  x.^  seront 
les  coordonnées  du  premier  point;  x^,  x^,  x^  celles  du  second;...; 
x,_2,  Xi_,,  X,  celles  du  dernier  :  de  plus,  on  aura  ///,  =  /Hj  =  in^. 
nii  =  /n5=  /«j ,  etc.,  et  wz,,  m^,  etc.,  seront  les  masses  en  mouvement. 
Mais  on  pourra,  dans  tous  les  cas,  se  débarrasser  des  coefficients  m,, 
m.,,...,  ;?j,,  en  remplaçant 


respectivement  pai 


X,  ,     JT.j,...,    Xi 


\  m  \  ni;  >J  iii 


et  l'on  aura  ainsi,  au  lieu  du  svstènie  des  équations  (2).  le  système, 
un  peu  plus  simple, 

d'x,         ciX. 
dt~  ilx  ' 

d  Xj  _  rfL! 

(3)  \  dF-n; 

d-x,  _  dV 

"dF  ~  S^  ■ 

que  j'emploierai  flésormais  exclusivement. 

5.  D'après  un  théorème  de  M.  Jacobi,  lintégration  du  s\sleme(3), 
composé  de  /  équations  différentielles  ordinaires  dépend  d  une  solu- 
tion 0  de  l'équation  aux  différences  partielles 

contenant,  outre  la  constante  arbitraire  h,  qui  entre  déjà  dans  l'équa- 
tion (4),  '  —  «  autres  constantes  arbitraires  a, ,  a,,... ,  a,_, ,  distinctes 
de  celle  qu'on  peut  toujours  introduire  par  simple  addition  dans  la 
fonction   0.    Uiie   telle    solution    étant    trouvée,    les    uitégrales    tlu 

V>.. 
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On  sait,  de  plus,  que  l'équation 

s'  -  5=  (A  +  A'  +  A")  -  s  (B"'  -  AA'  +  B'=  -  A  A"  +  B=  -  A' A") 


(6)    . 
'    (  -  (AB=  +  A'B'=  +  A"B"=  -  AA'A"  -  a  BB'B  ")  =  o 

a  ses  trois  racines  réelles,  et  que  ces  racines  ont  pour  valeurs, 

H        ,/  _  H        ,„  _  H 

en  représentant  par  e^,J'  et  g-  les  carrés  des  demi-axes  de  Thyper- 
boloïde[*]. 

Remarquons  à  présent  que  chacun  des  deux  plans  passant  par  un 
axe  réel  et  un  axe  imaginaire  coupe  ce  cône  suivant  deux  de  ses  gé- 
nératrices rectilignes,  et  que  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  com- 
pris entre  ces  droites  aura  une  valeur  numérique  égale  à  la  longueur 
d'un  des  demi-axes  de  l'ellipse  qu'il  s'agissait  de  déterminer. 

Mais  Féquation  (6)  présentera  deux  cas  distincts  par  rapport  aux 
signes  de  ses  trois  racines.  Elle  pourra  admettre  deux  racines  positives 
et  une  négative,  ou  bien  deux  racines  négatives  et  une  positive.  En 
désignant  toujours  par  s',  s"  les  racines  affectées  du  même  signe,  on 
aura  en  tous  cas  pour  les  valeurs  des  deux  tangentes  ou  des  deux  axes 
de  l'ellipse, 


Évaluons  maintenant  la  quantité  de  lumière  recueillie  par  la  surface 
de  cette  ellipse,  dont  nous  nommerons  le  grand  axe  ia,  et  le  petit 
axe  ih. 

Soient  ACB  un  quart  d'ellipse,  y  le  point  lumineux,  l'intensité  de 

la  lumière  au  point  P,  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x 

,  sin  OPïi  p        ,  i-x  '     j      1 

et  jr.  ayant  pour  valeur  p  —^ -,    =  =-3-,   la   quantité   de  lumière  re- 
*  Pip  "         P<p 

cueillie  par  l'élément  P/,R/,,  =  dxdy  s'exprimera  par   '-=^-    En 

Ftp 


[*]  Lkroy,  §  237. 
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la  désignant  pai  d-X  et  substituant  pour  Ps  sa  valeur,  on  aura 

c  dx  dy 


d^X 


et,  en  posant 


il  viendra  pour  l'ellipse  entière 

•*  ''/(■'■)  odx 


x=4  r  djf 

*/0  t/0 


tH-^-=H-x')' 


d'où  l'on  conclut,  en  intégrant, 


4f  ~Jo 


/.X)dj 


Ir'' 
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quantités 

Il  faut  donc  qu'on  ait 

dx,   .   f/0 

À  étant  un  certain  facteur  commiii». 

Pour  déterminer  ce  facteur,  je  différentie.  par  rapport  à  t,  l'équa- 
tion 


d& 

d& 

d& 

7^: 

dx,''"' 

dx' 

dx, 

"dt 

_  ,  d& 

dx, 

'  ■'     Tt  ~ 

.  f/(-J 

^'dr, 

dh     —  ^  ^ 

i. 

ce  qui  donne 

d'0   rfx,    ^     rf  e   dx; 
dhdx,  dt    '    dhdx,  dt  "*"■•■ 

d  e 

'     dhdx, 

dx,  _ 
It    " 

et.  par  conséquent, 

^  (dQ    d-e        d@    d'e 

■  \dx,  dhdx.     '     dx,  dhdx^  "^  • 

de 
■■■^dl. 

d'& 
dhdx. 

Mais  en  différentiant  l'équation  aux  différences  partielles    4  •    par 
rapport  à  ^ ,  on  trouve 

/d&    d-&        d&    de  de    de 


\dx   dhdx,         dx,  dhdx; 


de   de  \ 

dxi  dhdx,  I 


en  sorte  que  le  coefficient  de  ).  est  égal  à  T  unité.  Donc  aussi  ).  r=  i  . 

et,  par  suite, 

dx.  de  dx.  de  dx  de 

'Jt'~7T-'  Tt  ~  a, Tt  ^  dH^^ 

On  voit  déjà  par  là  que  les  équations  (^6)  résultent  des  équations (5), 
par  l'élimination  des  constantes  arbitraires  p,,  /Sj,...,  ,S,_,,  £.  Il  reste 
à  prouver  qu'en  éliminant,  en  outre,  a,,  c/.^,-..,  ci.i-.i,  h,  on  arrive 
aux  équations  différentielles  (3). 

Pour  cela,  je  différentie,  par  rapport  à  «,  les  équations 


dx,  _  de 

dx,  _ 

de 

dx,  _de 

Ht  ~  d,' 

Tt  ~ 

"  di,'"' 

'      dt  ~d7 
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le  qui  donne,  pour  chaque  indice  fj., 

^  ^',,  rf-0     (Ix,  d'e      dx-,  d'&     dx, 

dV  dx^dx,    dl  dx,^dx,     dt         '"         dr.^dx,    dt  ' 

(l'ou ,  en  remplaçant  les  dérivées  de  j:,,  Xj,...,  oc,  par  letus  valeurs, 

d^-^j,  _  d&      d'&  de       de  d&      d'S 

dt'  dr,dx    dx,  dx-^dx^^dx-,        '"         dx,dx^dx, 

Le  second   membre  est   la   dérivée  partielle,  par  rapport  à  x„,   de 
l'expression 

éijaJf'  à  U  -+-  h ,  d'après  l'équation  (4)   On  a  donc 

Ht'  dx 

et,  en  donnant  à  p.  les  valeurs  successives  i,  2,...,   /,  on  retiouve. 
comme  nous  l'avions  annoncé,  les  équations  différentielles  (3). 

5.  Pour  intégrer  les  équations  différentielles  (3),  nous  n'avons  donc 
qu'à  chercher  une  solution  contenant  /  —  1  constantes  arbitraires  a,, 
«2,...,  a,_, ,  ou,  comme  on  dit,  une  solution  complète  de  l'éqiiatirm 
aux  différences  partielles 

Or  je  me  propose  de  montrer  ici  qu'on  peut  obtenir  iiistiiniit  unr 
valeur  de  0  convenable  toutes  les  fois  que  U  est  de  la  forme 


U  = 


y;  (p.: 


[p,  — pO(p, — p,)...(p,— p,) 

(p.  — p,)(p!  —  p,)- ••{?»  — p/) 
/(p.)' 


(p.  —  p.)(p.  — p^)-  -(p.  —  ?-') 

/i  (piiî  /i{pi)f-t  fiipi)  désignant  des  fonctions  quelconques  de  leur- 
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variables  respectives,  et  ces  variables  p,,  Pi----,  pi  représentant  le^  ' 
lacnies  de  l'équation 


qiii  est  de  degré  /  par  rapport  à  p ,  et  où  a,,  a^,..  ,  a,  sont  des  con- 
stantes auxquelles  on  peut  donner  nne  fois  pour  toutes  telles  valeurs 
(ii'on  voudra.  En  posant  généralement 

?{p)  =  {P-  Pilip  -  p2)---[p  -  p.),     9'{p)  =  '^'' 

la  valeur  de  U  à  laquelle  notre  théorème  s'applique  s'exprimera  plus 
simplement  comme  il  suit  : 

<?'{P:^  V'ÎPî)  '"  V'(P/) 

i\lais  il  faudra  se  souvenir  que  si  les  numérateurs _/,  [p,),  etc.,  sont  des 
fonctions  de  la  seule  variable  marquée  entre  parenthèses,  il  n'en  est 
pas  de  inènie  des  dénominateurs  :  o'{p,),  par  exemple,  n'est  pas  une 
Sbnction  de  p,  seule;  on  a 

9'{pi)^{p<  -?2)(p.  -  pi)--{p>  -  pi)- 

c  est  une  fonction  de  toutes  les  variables  f,,  (Sj.  ..,  p,- 

6.  On  sait  et  il  est  facile  de  vérifier  que  les  constantes  a,,  a^,...,  «,, 
quand  elles  sont  réelles  et  rangées  dans  un  ordre  de  grandeurs  crois- 
santes entre  —  X!  et  +  f»  ,  servent  de  limites  aux  racines  p,,  p^,...,  pj. 
qui  sont  dès  lors  toutes  réelles  aussi;  la  première  racine  û,  est  com- 
prise entre  a,  et  a^,  la  seconde  p^  entre  a„  et  «3,...,  la  dernière  p, 
iiitre  a,  et  +  ai  . 

Dans  tous  les  cas,  on  forme  aisément  les  expressions  de  x,,  x-^y, 
i,  en  pt ,  p2,...,  Pi-  Pour  trouver  a.,  par  exemple,  posons  p  ^  a,  -^  a 
dans  l'équation  (7),  puis  chassons  les  dénominateurs  et  faisons  passer 
tous  les  termes  dans  un  seul  membre;  enfin  ordonnons  par  rapport 
aux  puissances  descendantes  de  u  :  en  écrivant  seulement  le  premier 
et  le  dernier  terme,  nous  aurons 

«'+...—  («,  —  rtç)  (a,  —  03^.. .{a,  —  a,)x-^—  o. 
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J.aGompaT'hison  du  dernier  terme  de  cette  équaliou  avec  le  produit 

(p.  —  «.)(p2  -  «.).--(p,-  r;,^ 
(les  raeines  «<  ou  (5  —  a,  donne  donc 

'  >ii  aura  de  rnémë'.    '.  *  -       .  '        - 

•    ^2'^  (P'  — <^0  (>».-*<»)  (p3--'»iV-;(p*—«>) 

'"•'"•,  ■-'*'_'  .'-•••:■ 

_^2  _  (pi  —  a,)  (p.  —  a,-)  (pi  -^  "/)•  •  •( p.  —  "-) 
'  '  («1  —  a,)(a-..'^<'i,).  .'.(«r-f — «,) 

Les  variables  x,,  x, ,...,  j:,  s  exprunant  ainsi  au  moyen  de  o,;'f/.^....,  0,, 
on  peut  substituer  à  ces  variables  primitives  x,,  x^,...,  jr,  les'variables 
nouvelles /3,,  p^,...,  pi-  Il  en  résulterai  tuie  transformation  de  Péqu;i- 
tion  aux  différences  partielles  (4),  qui  nous  fournira  la  démonstration 
de  notre  théorème.  Mais  pour  effectuer  commodément  cetfe  transfor- 
mation, il  faut  chercher  d'abord  en  p,,  p^,...,  p,,  fio,,  dp.,,...,  dp,  la 
valeur  de 

dx-,  -t-  dx'i  +...-+-  dxf. 

Nous  rappellerons  donc  le  procédé  coiniu  à  l'aide  duquel  le  cilcid 
'dont  nous  parlons  s'effectue  rapidement. 

7.   l'.n  prenant  la  différentielle  logarithmique.de 

^,0  _  (p.  —  fli)  (p.-  —  «.)  (p..  —  a^)...\i/i-Mi,) 


d'ot 


ou  MuraMie  même 


l(/x,             flp,  dp..  dùj 

X,           p,- — (I,  p.i  —  a.  0,-^/1: 

^.1              -    A'i  /       dp,  flùj                                 </p,      \ 

?.  \o,— «,  p,  —  ";:.'    f-?'  —  ^'/     •• 

nie  •♦...* 

,               .tj  /     r/pi  dp,      .        ;    ••   if/ff,     \ 

dx.=  -     — ^-^  H f-i^  +...-!=- -T--!^  ). 

?.  \p,  —  «:  p2—n,.                    p.  •—tij 


.'/Xi  —  — 1 £^  -t-...H : 

"    \ Pi  —  "i     .    p.  —  f>,  p,  —  a, 
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En  faisant  la  somme  des  carrés  pour  former  la  valeur  de 

dx'-^  -+-  dœ:^  -t-...-4-  dxr,    - 

on  trouvera  donc  des  termes  affectés  de  f/pj,  dp\,...,  f/p,-,  et  d'autres 
où  figureront  les  rectangles  dp,  dp^i  do,  dp^^,...;  mais  les  coefficients 
de  ces  rectangles  seront  nuls.  En  effet,  !e  coefficient  de  dp^  dp,  -,  M'"" 
exemple,  sera 


••'•  l.ipi  —  "i)(pi  —  a,)   ■  '  \p,  —  <jj)(pj—  a. 


-fi -1: 


or,  si  l'on  pose  successivement  o  =  p,   et  p  =  p.,  dans  l'équation    - 
dont  p,  et  p,  sont  racines,  il  vient 


0,  (7,  0, flj 


0;  —  a,        0.  —  a,  p,  —  a, 

d'où,   par  soustraction  .  on  tire  sans  difficulté 


(  0,  —  a,)(a.  —  (7,)         (p,  —  a^)[^,  —  a)  '"         (^p,  —  ''i}(p! — «.  ' 

r.es  coefficients  des  rectangles  dp,dp.,,  etc.,   sont  donc   nuls,   et  la 
valeur  de 

dx^  -+-  dx:l  -h...-^djc'- 
peut.  s'écrire 

p^dp]  -h  p.dpl -h...-h  pidpr  , 

en  faisant,  pour  abréger. 


Api 


-a,)-         ip, — a,)' 


^r, 


(o,  —  a,Y         (o,—a,Y        ■•■         {pi  —  n,Y 


8.  Il  reste  à  mettre  pour  xf,  x;,...,  x-  leurs  valeurs  dans  />,. 
/Jo,...,  ^i.  ^Mais  la  substitution  directe  donnerait  un  résultat  assez 
compliqué,  qu'on  peut  ensuite,   il  est  vrai,   ramener  par  différents 
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moyens  a   iiue  forme  plus  simple.   L'artifice  suivant   que  j  emprunt» 
a  u!i  rvlémoire  de  M.  HœdenkampL  inséré  dans  le  .lournal  de  M.  Crelle, 
conduit  au  but  plus  rapidement. 
(  lonsiflérons  l'expression  générale  - 


.   •  .p  — ^|-,-       p  —  a.  0  —  a, 

ei  suj)posons  dabord  que  p  y  reste  ind<'tcrmiuéi'.  Si  I  on  prenait 
poin-  fj  une  des  racines  p,,  p.,,...,  p,  de  I  équation  {']\  cette  ex- 
pression s'évanouirait;  mais  eJle  ne  sera  plus  nulle,  et  représentera 
une  certaine  l'onction  rationnelle  de  p,  si  on  laisse  p  quelconque.  En 
réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  qui  I.t  composent . 
on   pourra  la   mettre  sous  la  forme 

Zifi 

(p  — «,  )(p  — «,).  ..{p  —  at) 

y  {p)  étant  ini  polynôme  de  degré  /.  Or  ce  polynôme  V  (p  i  doit 
s'évanouir  pour  p  =^  p,,  p  =  p,^, ... ,  p  =z  p,:,  donc  il  est   de  la  forme 

A{p  -p,]{p  -  p,].  .  .{p  -  p,). 

et  riiypolliese  de  p  =  oo  montre,  en  oulie,  que  .\  =  i .  J'en  conclus 
que  l'expression  citée  ^^ 


(p  — fli)(p— ff.).  •  •  p  — ".' 


Maintenant  diflérentions,  par  rapport  à  p.  ces  deux  quantités  que 
nous  venons  de  trouver  égales,  et  posons  o  s,  après  la  différen- 
fiation.  Nous  aurons,  d'un  côté,  la  dérivée 


(p,  —  a,Y        (p,  —  «,)'       ■■■       (p,  —  a,)- 
qui  est  ainsi  égale  à  4/'(  •  ^t,  d'un  autre  côté.  l,i  dérivée  égale 

^p.  —  pj...(pi— p.) 

(p,  — -•  a,)  (p,  — a.).  .  .ip,—'a,)  ' 
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il  laquelle  la  fraction 

'{'  —  ?>)  (?  — f-)-  ■  •>  —  ?.) 


16 —  a,)  (p  —a.).  .  .(j,  —  (■(;) 


conduit  très-facilement,  parce  qu'il  suffit  de  différentier  le  facteur 
fi  —  |0, ,  les  autres  termes  contenus  dans  la  valeur  complète  de  la  diffé- 
rentielle s'évanouissant  pour  p  =  p,.  On  a  donc 

/;  M    —  ^^  — p-)---(f>,-p.)         _ 

"■''  fp,  —  ff,)  (p,  —  n.).  .  .(p,  _rt, 


uu  .  si  1  on  \  fu{ 


■/',=y^- 


en  posant,  comme  au  n""  3, 

et ,  de  plus , 

0>(|(>i  =  4  [p  —  a,){p  —  a.,)...{p  —  ni). 

ï)e  même 

^2~j,(p,)'    '    ^'     ^(p.) 

t).   Maintenant  j' ayant     ^^ 

dcc'\'^  dx%  H-...+  rfj?,-  =  p,dpl  +  liidp'i  +...4-  p,dp:-. 
ou.   pour  abréger. 

y^dx'^  =^pjifZ  ■ 
|e  dis  qu'on  en  conclut 

de  telle  sorte  que  IV-quation  aux  différences  partielles  [^].  qui.  a  laide 
.lu  si£;ne  ^'^  peut  s'écrire 


{^.) 
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><"ra  tninsfonnée  cii 

.^.c  est-à-iliie  fu 

Plus  généralemenf ,  si  l'on  avait 

q,rlx'-j  -h  (j.^rlx'l-^.  ..-^-  (jiffxf  =  pfd(j\  -\-  p-,'l('\  -+- .     -1-  /'/(tr- 


ou 


les  toefticieiils  (j, ,  ij.^, . .  . ,  y,  étant  îles  (onctions  qufitoni|ues  <lt-    < ,  . 
■x.^,  .  . . .  X,,  il  en  lésulterait 


imy=i~{^y- 


La  tK'nionstration  île  cette  proposition  (au  moyen  de  laquelle  on 
opère  un  changement  de  variables  en  substituant  à  x, ,  a^., . .  .  .  .x\  de 
nouvelles  variables  j5,,  p^,...,  (S,  à  l'aide  desquelles  s'ex|)rinient  x,. 
x.j....,  X,,  et,  par  suite,  toute  fonction  0  de  jt, ,  .y  .,,...  ,.-*,)  se  déduit 
»les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel.  Il  esl  bon  rependant  d'entrer 
dans  tons  les  détails  du  calcul. 

En  remplaçant  dx,,  dx^-  ■■  •-,  dx,  par  leurs  valeurs,  savoir: 
,  dx,    ,  (Ix,    ,  <U,    , 

I  dx-,    j  rfa-,    ,  (Ix     , 


j  itx,    J  (ix,     ,  ilx,     , 

nx,  = -^dp,  -ir ——rlù- +.  ..-h    ,    dp,. 

c/p,         '  flo.         '  ll(,,        ' 

<laii>  I  équation 

'l\dx'\  -f-  (/2'/:r:î  -t-...-f-  ijidx-  =i),dp';  -+-  p^dpl  -(-...-i-  f'.dp'r, 
f^t  couipariiit  les  deux  nirnd>r<'s.  on  v^\  lunclura  deux  t;roupts  d  éqiui 
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tiohs  comprises,  les  unes  tlaus  ce  type 

et  les  autres  clans  celui  ci 

,  dx\  dx,  de,   dXj  dx,    d.t^ 

Dans  ces  deux  équations,  on  peut  donner  à  l'indice  p.  une  quelconque 
des  valeurs  i,  2,  3,...,  /,  après  quoi  on  prendra,  dans  la  seconde, 
pour  V  une  des  valeurs  restantes,  de  manière  à  n'avoir  jamais  v  =  a. 
Pour  chaque  valeur  de  fi,  il  y' aura  /  équations,  une  du  type  (^9).  les 
autres  du  type  (10). 

On  peut  observer  qu'à  cause  de  la  symétrie  des  formules  oi»  aurait 
de  même 


p' 

\  du 

')' 

-h 

l'i 

y   d.r 

-y 

l>< 

dT 

■  -+- 

P^ 

dx, 

dp. 
d7. 

■"■m"=-L- 


d  0,    do, 
"^  ^'d^,d^~"' 

pour  V  différent  de  a. 

Maintenant  je  différentie.  par  rapport  à  p    ,  léquation  identique 

Py-  =  Pu  ' 

mais  en  regardant,  dans  le  premier  membre,  /j,^  comme  une  fonc- 
tion des  variables  jc,  ,  x.,, —  X/,  qui,  à  leur  tour,  dépendent  de  p, . 
Sj , .  . . ,  ûj.  On  trouve  ainsi 

.    .,^  d?a  dx^         da^  djc,  _^  ''p„  «x,    _ 

dx,    dp.j         dx,   dù^        '"   '     dx,    dp,^ 

I>a  même  équation  identique  p^_^  ç,,^,  différentiée  par  rapport  a  (i,. 
l'indice  v  étant  différent  de  u.,  fournira  aussi 

,     ,,  dp^  fij.^  dp     rfj.  dç,^  ,{x, 

^'  dx.    dp.  dx.   dp,  dXi   du. 
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l.os  équations  (i3)  et  (i4)-  feu  iaissaqt  fixe  l'indice  [x,  et  donnant  a 
iaiitie  indice  v  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible,  seront  en 
nfunbre  /;  elles  déterminent,  coinni»;  i!  était  aisé  dt'  Ir  prévoir  à  priori . 
les  /  dérivées 

dû  dû  ilu 

(|uand  on  sup[)ose  connues  celles  de  j;,,  x^,...,  ^,  par  lapport  à  js,. 
jOj,...,  p,.  En  les  résolvant,  on  obtiendrait  les  valeurs  des  dérivées  dont 
il  s'agit;  mais,  à  l'aide  des  fornudes  (9)  et  (10),  je  puis  vérifier. de  suite 
(|u'on  a  généralement  ^    ^   .  s 

'ha  1.    <lXs 

[l-j]  ,      —       —    —  -7— ■ 

.  '"''  Pu  "?u 


c'est-à-dire 

•*T 

dx, 

q,    dx, 

-  * 

''?,, qt    dx, 

d^~^  Pudf/" 

'h y  _  q,    dx, 
dx,          p^  dp^ 

en  effet,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (i3)  et  (i4). 
et  qîi'on  mtdtiplie  ensuite  par  _p^,  on  aura  des  ^sultats  identiques 
avec  les  formules  (9),  par  conséquent  des  résultats  exacts. 
On  tire  de  là,  réciproquement, 

dp  q,    dx,  dp^  q,    dx~  dp  q,    il.r, 

moyennant  quoi  les  formules  (9)  et  (10)  fournissent 


(.6, 

,/,    \dx,)      ^  q\dx,)                ■•"^    q\dx.)              r 

et 

• 

l'7) 

1  'hu''?.      I  <hu  ''Pv             I  'ho  'h. 

-  1-, — t--jj — 1---< — T^x-  — "; 

q,  dx,    dx,          q.  dx.   dx.                    q.  dxi    rf.r, 

et  il  est 

clair  qu'on  doit  avoir  de  même 

(.8) 
et 

(■9) 

p,    \dp,  J            p,  \dpj                          p.   \dp,    1            q 

,  dx^  dx^           ,   '/x,^  dx                       ,  dx,^  d.i 

~-r-  -f—  H T~-T--  -(-•••-H  — T^  —r-  —  O- 

p,  dp,  dp,         p,  dp:  dp.                   Pi  dp;    dp, 
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Nous  pouvons  à  présent  nous  occuper  des  dérivées  d'une  fond  ion 
quelconque  0    et  démontrer  l'égalité  des  deux  quantités 

On  a.  pour  un  indice  quelconque  .f . 

d&  de  f/p,         d&  dp.  ..■■    d(à  df. 

dx  f/p.,  dxj         dçt:  d.r-        '-Jê^U  /Fp]  dr 

l-'ornions  donc  la  valeur  de 

puis  donnons  à  s  les  valeurs  successives  1,2,  3~.,  /,  et  ajoutons  les 
résultats.  Il  y  aura  des  termes  de  deux  espèces  :^es  uns  contenant  le 

carre  d  luie  dérivée,  comme     - —  1  ;  les  autres  un  rectanele,  connue 

./(-)    d&     ,  ce  ,.    i     /'  d&Y  '' 
Le  coefncient  de     - —      sera 

'/,  ,  do  V^Py/ 

quantité  égale  à  — >  d'après  la  formule  (16).  Quant  au  coefficient  de 

'-^ -, —  '  il  se  réduira  à  zéro  par  la  formule  (17).  Le  résultat  définitif 
dp,,  '/Pv 

sera  donc,  d'une  part,  0 

I    /d@\-         I    ,d&V-    ^  1    /d&Y 

^\7u,}  '^ 'ifAdJ.j   "'"■■■"'"  ^\^/  ' 
et.  d'autre  part, 

I    /f/fi\-         1    i'd0\-  I   /f/0\- 

/ife)  -^jzidi)  +-+;:: te)' 

ces  deux -quantités  sont  donc  égales,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

10.  Lorsqu'on  a  c/,  =  i^^  =...=  r/,  =  i,   ce  qui  arrive,  connue  on 
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l'a  VII,   dans  la  question  que  nous  voulons  traiter,    l'analyse  précé- 
flente  transforme  l'une  clans  l'autre  les  deux  quantités 


pl\(lp,l        '"      p.V^pJ 


Elle  permet  donc,  comme  on  l'a  déjà  dit,  de  remplacer  l'ancienne 
équation 

»)  Ç^)"- (S.)"— (S)' =  '("-'' 

par  léquation  nouvelle 

Kn  mettant  pour  p,,  Pn---,  fh  leur>  valeurs  doimées  au  n"  S,  savoir: 

<p'(pi)  /(pQ  _  ?'(f.) 

l'équation  (8)  devient 

/(p,)\rfp,/  y'(p,)\rfp,/  <p'(p,     \rfp,/  '^ 

On  lui  donnera  luie  forme  plus  commode  encore  pour  notre  objet  en 
remplaçant  les  variables  p,,  p-i,-..,  pi  par  d'autres  variables  ^,,  Ç^.  .., 
s,  liées  respectivement  à  celles-là  |iar  les  formules 

_f'Pi        I-,  'h-        ly  ^p<        J>. 

\/4^~  v/i^^ '•'■■■■'     s/-Mp7~    "■ 

en  vertu  desquelles  on  peut  regarder  h,  conmie  une  fonction  île  p,  . 
ou  (5,  comme  une  fonction  de  Ç, ,  à  volonté,  et  de  même  p.^  et  ^_, 
comme  des  fonctions  l'une  de  l'autre  ,  etc.  L'équation  en  6  sera  alor,^ 

^-^)    Tïi,)  te)  +  71^)  fe)  ^-^  «Tp;)  k)  =  <''  ^  '"' 


Trime  XIV.  —  Aoct  iSiç). 
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et  la  démonstration  du  théorème  énoncé  au  n''  5  en  découlera  muné- 

diatement. 

En  effet,  on  a  vu  dans  ce  numéro  que 

?{p)  =  {p  -  P<Hp  -  h)--\P  -  P')- 
En  effectuant  le  produit,  9  (p)  est  donc  un  polynôme  de  degré  (.  et 
le  coefficient  de  ,«',  dans  ce  polynôme,  est  égal  à  l'unité.  On  a  donc 
par  les  propriétés  connues  des  fractions  rationnelles  : 


?'(p.) 

+ 

?'(pJ 

+., 

..-1- 

'/(p.)  " 

0, 

P' 
y'(pi) 

+ 

r- 

ï'(p^) 

+  . 

..-h 

P'  _ 
?'(p.)~ 

0, 

?'(p.) 

+ 

+. 

..-t- 

pî"'  _ 
?'(p.-)~ 

0, 

p'r' 
?'(p.) 

+ 

?'(?-■) 

+.. 

.+ 

p-~'  _ 
v'(p.' 

-■ 

Il  s'ensuit  que,  dans  l'hypothèse  de 

U^/(p.)   I  M?^)  ,  ^_  ,  /(p.) 
?'(pi)      ?'(p;)     '"     ?'(p.) 

qui  est  celle  de   notre  théorème,    on  satisf^^ra   à    l'équation  ,20)   en 
prenant 

(-|)    =  <^.  +  '^■2  pi  -^  a^/j'^  +...-4-  a,^,p'r  +  '^^/5'r'  +  '^/iPiX 

(^j    =  a,  +  ajp,  -1-  aap.^  +...-(-  a,_,  f»;-^  -1-  2  Aj&;-'  -1-  2/-  (,s,  ;. 

quelles  que  soient  les  constantes  a,,  aj,...,  a,_,.  De  là  résulte  pour 
9  une  valeur  convenable  et  propre  à  fournir,  d'après  la   règle  de 
M.  Jacobi,  les  intégrales  du  système  des  équations  différentielles  (3). 
Notre  théorème  est  donc  démontré. 
En  faisant,  poiu-  abréger, 

a,  -i-  7..2P  4-  ajfj*  +..-(-  a,_,  fi'~''  -h  ■ihp'-'  —  Ts{p), 
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et  rétablissant  p,,  p.^,..  ,  p,- au  lieu  de  Ç,,  Ç^,.-,  Çd  o"  voit  qia-  l.t  valeiu 
de  y,  fournie  par  notre  analyse  ,  peut  s'écrire 

Les  intégrales  des  équations  (3),  qui  en  résultent  par  les  iorniiiles  ,5), 
sont 

/ 1      "^P'  -)_  /         '''''  -1-     -(-  f       ''^'  =  >.  'S 

/'  Pi<^p[  /*  p:  «'''.•  r  ?i''p.  /3 

JvF:(p,)-Hp.)        Jv/F.lpO^Kp,^  Jv/F,(p,;-M,'.^ 

,-__pri^,_  _^  rprip^+..._^  r.  p-"'^p-     =.,v.. 

JvF,(p.)4'(p.)     Jv/F,(p,)-Hp»i  Jv/F,(p.}  +  (p.' 

j\''F,  (p.j'^Kp,)       Jv/F,(p,)-|'(p,^       ■"      j\/F,-  (p,-l^!-(p,-:i 

II.  Ou  sera  peut-être  curieux  de  connaître  aussi  la  forme  que 
prennent  en  p, ,  p^,. . . ,  p^  les  équations  intermédiaires  fCi]  du  n"  "ï . 
savoir  : 

r/x, de       (U. U&  (Li,       ,/ei 

rit         dx,  lit  ~~  dx,  lit         f/./-. 

On  )  parviendra  aisément,  et  l'on  obtiendra  w\  résultat  simple  si  l'on 
se  rappelle  les  formules  (16  et  (17)  du  n"  îl  .  qui,  d;  ns  notre  hypo- 
thèse actuelle  de  (/,  =^2  =  ••    '/i=  '  •  s^"  réduisent  respectivement  a 
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et 

dp      dp  dp      dp  dp      dp 

^      '  dx,    dx,  dx.  dx.       '  dx/    dx, 

V  étant  différent  de  fi.  Nous  n'aurons  pas  besoin  des  formules  conju- 
guées à  celles-là  : 

i(:^)Vi(:^-)%...^'('iy=,. 

p,   \  dp,  J  p.\  dp,  /  Pi  \dpi  / 

dx      dx  dx      dx  dx      dx 

p,    dp,     dp,         p.    dp,    dp,         '  '  '        Pi    dp,     dp,  ' 

qui  se  déduisent  de  même  des  équations  (18)  et  (19). 
On  a 


Donc 


dp, 

de 

dp,  dx,        dp,   dx, 

~  dl,  Ht  ~^  d^,  ~dt   '^  ' 

d  p ,   dx 
'~^  dZ,dt 

dp, 
dT 

dp,  de        dp,  de 
dx,  dx,        dx,  dx. 

dp,  de 
dx,  dx. 

de 
dl. 

de  dp,        de  dp, 
dp,  dx,        dp,  dx. 

de  dp. 

"^  dj,  dT, 

d& 

r77 

de  dp,        de  dp, 

dp,  dx,        dp,  dx. 

de  dp, 
dp,  dx-_ 

d& 
d^, 

de  dp,        de  dp, 
dp,  dxi        dp,  dx. 

de  dp. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  ^ ,  il  vient 

dt 
Ip,       deri'dp,\^        /'/Pi'\^  /'^«.\^"l 

di=dj,l(d;^,)  -^UJ  +--^i;èj  J 

de  /dp,  dp,        dp,    dp,  dp,  dp,\ 

dp'  \dx,  dx,        dx^  dx,         "'       dx^dx,' 


dp 
Ht 


)  idp,   df-,        df,,  dp,  dp,  dpA 

,  \dx,  dx,        dx,  dx,         "        dXi  </.r,/ 
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J.e  coetticient  de  -r-  est  éyal  à  -   en  vertu   de  la  ioriimle  {-n],   et  le* 

dp,  ^  P,  ^      ' 

autres  sont  nuls  par  la  fornuile  122);  par  suite  , 


,l(j,  _  j_  tU- 
fit         p,  rif 


Les  valeurs  de  -7^,...,  -^  se  déduisant  de  celle  de  -,  par  de  simples 
changements  d'indices,  nous  pouvons  en  conclure  que  le  système  des 
équations  intermédiaires  (6)  se  transforme  ainsi  : 


lit.,  I   c/W 

(Il  p,  (ifi. 

tl;.,  _     1    f/C-) 

Tt  ~J,d7:' 


'if-, 1   lia 


Cette  transformation  est  générale,  Quand  ou  prend  en  p;ulicuiier. 
comme  ci-dessus , 

elle  donne 

'it^L.  /F-  (^) 


ou  bien  .  à  cause  lies  valeurs  de  ^,,  jj.,,...,  fj,  tlonnées  au  n"^  8, 

do.  ^s/F,{p,)^fr 

dt  ?'(p^^ 


dç.,  _  \/F,  (p.)  ^(p, 


'''  ?'  (  P' 
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On  trouverait  les  mêmes  résultats  en  clifïérentiant  les  équations 
i))tegrales  écrites  à  la  fin  du  numéro  précédent,  puis  résolvant  par 
rapport  a 

c/p,  itç,.,  dfi 


considérées  comme  de  simples  inconnues,  les  équations 

rfs,  rfp.  ,  itfi,  

v'F.  p.)-M?0  "^\/F'(pO--!'(p>'>    '  '"     vFTfTJ^Hp?  ^  "' 


v'F.  ('.)•■!' (p.)       v/f,(pO-Mp=^  V  F.  ( p,)  i  ( p, 

^:"'^^p.      _^     pr'  ^p-      _^    _^     pT'^p.       _ 
vF,  ^p.j'^KTÔ  '   vF.(p.)-Hp::      '"      vF,lp,)-Hp.-' 


o. 


p;~'  ^-"i      _L      p^  '  '^p'      ^    j_     p!  '^p-       _  ,,y 


\/ F,  1  p,)  -^  ( p,}        \/  F,  ( p.j  -i  ( pj  V  F;  ( p,-;  ^  i  p,) 

que  cette  différentiation  produit.  La  résolution  des  équations  du  pre- 
mier degré  dont  nous  parlons  s'effectue  avec  facilité,  par  un  procédé 
connu,  dû  à  Lagrange ,  et  l'on  retombe  sur  les  formules  ci-dessus, 
en  se  rappelant  que 

'■?yf-.—    9  —  h)i?  —  9-^--\9  —  9r- 

12.  La  considération  du  cas  particulier  ou  l'on  prend 

7.  li<^.)  =  0.     _/„(/i2^  =o,....     Ji{pi)~o. 

c'est-à-dire 

U  =  o , 

con-luit  aux  intégrales  sous  forme  algébrique  des  équations  différen- 
tielles que  .^L  Jacobi  nomme  nhéliennes.  Dans  ce  cas.  les  équa- 
tions \V  se  réduisant  à 

o -■  =  o, 

df 


ri    r 

d  ., 



—  O  . 



dl 

dt 

sintegrent  immédiatement ,  et  donnent 

j:,  =  A,<^c,,     o-j  =  ^oi  —  1%,...,     Xi^bit  —  c,. 
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/',,  h^,...,  A,,  f,,  fj,..-,  c,  étant  les  constantes  arbitraires.  On  t-ii  ilé- 
duira  /  équations  finies  entre  p,,  p,,--,  pi  et  t ,  en  reniplarant  jt,, 
.rj,...,  a:,  par  leurs  valeurs  en  p,,  pi,.-.,  pi  tirées  des  formules  du  n"  H. 
Or  ces  équations,  intégrales  du  système  (3),  ne  peuvent  manquer  de 
revenir  au  fond  aux  intégrales  qu'on  tire  des  formules  du  n"  M'  eii 
y  faisant,  d'après  l'hypothèse  actuelle, 

./.  (PO  =  u>     /^(P"-)  =  o,...,     /(fi,)  =  o. 

et,  par  conséquent, 

F.(^:  =  i'.(p)=...=  F,(p)  =  '^(^- 

La  forme,  il  est  vrai,  sera  très-différente;  mais  la  relation  établie 
entre  p,,  pi,-...,  p,  et  t  devra  rester  la  même.  En  |)nsant,  pour  nbr('£er. 


M  p)  =  ^7s{p)<ifip). 
les  formules  citées  donnent 

J      A(p,)     +j      M.p.)     ^-^j      A(p,1      -   -'^'-" 
j      A(p,)      +j      Afp.,)     -^-^j      A(p,)     -'-^'- 

Ces  intégrales  compliquées  doivent    revenir,    nous   le    répétons.   ;iu\ 
intégrales  de  forme  plus  simple 

JC,  =^  h,t  -i-  C,,      JC2  =  /'../  -I-  t...,...,      X,  =r  h^t  -+-  c,. 

en  exprimant,  bien  entendu,  les  constantes  arbitraues  />,,  1'.^ /;, , 

(■,,  cj,...,  c,  au  moyen  de  </.,,  a.,  ,.  ..  a,_,,  ;3,,  /Sa,...,  p,_,.  -.  //.  Et  si 
l'on  met  de  côté  l'équation 

j-M^^j-^-^---./  V-='^^' 
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la  seule  de  son  espèce  ou  t  figure,  les  ;  —  i  équations  qui  précèdent 


celles-là,    et    qui 

.    par    la   différentiation,   produisent    ces    équations 

abéliennes 

do                  il''-.                                   dû; 

1               '        1             —  o 

p  rfo,          0  lia,                     o.rfo, 

A(p:)          A^p.;:                       Alp,-) 

o'.~-rf5,          p'~-do,                     p'~- dp, 

.1        .  '     ,     r2        .  -     1           1     r.-         r'  —  ^-^ 

A   c  '       ■      A{p,^       A(p,1 

devront  revenir  de  même  aux  i  —  i  équations  en  Jc,,  Xj,...,  jt,  que 
l'on  obtient  par  Félimination  de  t.  Ces  équations  entre  Xf,  x^,...,  x, 
sont  donc  les  intégrales  du  système  des  équations  abéliennes  que  je 
viens  d'écrire;  elles  renferment  i  —  i  constantes  arbitraires  p,,  /S^,..., 
jj,-,  qui  n'entrent  plus  dans  les  équations  différentielles  :  je  ne  parle 
pas  de  la  constante  i  qui,  étant  jointe  à  t  a  dû  disparaître  avec  cette 
variable.  Quant  à  a,,  aj,...,  a,_, ,  A,  on  les  regardera  ici  comme  des 
quantités  données.  Et  l'on  doit  remarquer  que  le  polynôme  w(p)  <{'(/>), 
contenu  sous  un  radical  carré  dans  A  (s),  est  un  polynôme  de  degré 
>.i  —  I  absolument  quelconque;  en  effet,  on  a 

(1,  [ù\  =  4  [9  —  «))  f  s  —  a.i\...{ç>  —  a,-), 
sr(p)  =  a,  -!-  a., ,0  -+-... -h  a,-_,  p'"'  +  2  Â/s'~'  ; 

et  rien  n'empêche  de  donner  a  rt,,rt2....,  «, ,  a,,  a.o,...,  a,_,,  A  de.> 
valeurs  quelconques,  même  imaginaires. 

Les  équations  entre  Jc,,  jt,'--  ^îi  qui  servent  d'intégrales  à  nos 
équations  abéliennes,  sont  linéaires  par  rapport  à  a:,,  jTj,...,  o",.  Les 
formules  du  n"  '6  donnent  d'ailleurs  pour  les  carrés  0-7,  x\,...,  x:  des 
expressions  rationnelles  en  /s,,  (Osvi  p»  entières  et  symétriques  relati- 
vement à  ces  nouvelles  variables,  et  même  exprimables  linéairement 
par  leur  somme  p,  -f-  Cj  -Î-...+  c,,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux,  celle  de  leurs  produits  trois  à  trois,  etc.  Cela  étant,  élevons  au 
carré  les  valeurs  de  x^_^  x^,,...,  Xi  en  x,,  lesquelles  sont  de  la  forme 
kx^  -^  B,  puis  éliminons  entre  les  équations  résultantes  la  première 
puissance  de  x,,  en  laissant  subsister  les  termes  qui  contiennent  x\. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  2H1 

Nous  trouverons  ainsi  z  —  2  équation&dii  premier  degré  en  x\,  .x  j,. 
x,^,  lesquelles,  lors  de  l'introduction  des  variables  p,,  fa,-»  p<5  reste- 
ront du  premier  degré  par  raj)port  à  la  somme  de  ces  nouvelles 
variables,  et  aux  sommes  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  a 
trois,  etc.  Poiu"  compléter  le  nombre  /  —  i,  on  ajoutera  à  ces  i  —  2 
équations  une  des  équations  primitives,  jt,  ^  Ax,  -+  B  par  exempii' . 
ou  plutôt  on  en  tirera  l'équation 

qui  est  du  second  degré  par  rapport  à  x],  xl,  et  pourra  ttre  réduit* 
à  ne  contenir,  relativement  à  p,^  pî,---,  pi-,  qu'une  fonction  entière  du 
second  degré  de  deux  des  sommes  symétriques  citées  plus  haut 

Cette  forme  des  intégrales  des  équations  différentielles  a'.jéliennes  a 
'^té  récemment  signalée  par  M.  Jacobi ,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans 
le  Journal  de  M.  Crelle,  ou  au  tome  XI  de  notre  Journal  de  Mathé- 
matiques, page  ;542.  L'analyse  précédente  y  mène  naturellement. 
Mais  il  est  jus'te  d'ajouter  que  c'est  encore  M.  Jacobi  qui  a  indiqué, 
dès  1839,  la  transformation  généralisée  des  coordonnées  ordinaires 
en  coordonnées  elliptiques,  c'est-à-dire  le  passage  des  variables  jt,  , 
.ir^,...,  X,  aux  variables  p,,  jSj,...,  p, ,  dans  des  équations  différentielles, 
en  nombre  quelconque,  du  genre  de  celles  que  la  dynamique  fournit 
pour  le  mouvement  d'un  point  matériel  abandonné  à  la  seide  impul- 
sion d'une  vitesse  initiale,  comme  l*Sayant  enfin  conduit,  sans  le  secours 
clu  théorème  même  d'Abel,  aux  intégrales  soiis  forme  algébrique  des 
i^uations  abéliennes[*].  Les  travaux  divers  qui  ont  paru  depuis  sur 
ce  sujet  ne  doivent  jias  faire  oublier  la  souice  primitive  et  féconde  de 
la  découverte. 

Il  nous  ipste  à  montrer  comuieut  on  lie  entre  elles  les  constantes 


[*  J  Forez  le  Journ.il  île  'SX .  Crelle ,  tome  XIX ,  on  notre  hnirnal  de  Matlunuitii/ui  - . 
tome  VI,  page  26'j.  Le  Mémoire  très-couri,  mais  plein  de  choses,  aui|uel  nous  ren 
soyons  traite  des  différents  usages  d'une  transformation  nnalrtiqiie  rt.man/uable , 
c'est  celle  de  .r,,  x,,.  .\-  j:,- en  p,,  p^, .  .  ,  p,.  Il  a  été  lu  à  l'Académie  de  ferlin, 
le  !8  avril  1889.  Depuis  cette  époque,  M.  Jacobi  lui-même  et  d'autres  géomètres  sont 
revenus  plusieurs  fois,  surtout  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  sur  la  question  des 
rquations  différentielles  ubclicnncs. 

ronicXIV.—  AoiT  iSjii.  ^<' 
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arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  algébriques  des  équations 
abéliennes  et  celles  qui  sont  contenues  dans  leurs  intégrales  transcen- 
dantes. Pour  plus  de  symétrie,  nous  conserverons  la  variable  t,  ou  , 
si  l'on  veut,  nous  l'introduirons  dans  le  système  abélien,  en  rétablis- 
sant l'équation 


!"^---r- 


Mf.-) 


t  +  J, 


que  nous  avions  d'abord  mise  de  côté.  Nos  équations  différentielles 
seront  ainsi  : 

f-<dp,         p,dp,  ,    Fi  dp,  


F',  '<*>!  p',  '  dp,  p'--  dp, 

F'r' dp,  P'^^dp-.  p'r-' dpi 


^dt. 


■it=.)        ■  A(p,)         ■••        ^(p,) 


et  l'on  en  déduira,  par  un  procédé  de  Lagrange,  déjà  rappelé»  ^la 
fin  du  n°  H ,  r''*"«  « 

dt         ?'(Pi)         dt         ?'^=!)         '        (^^  y'(pi^ 

Désignons  par  A,,  A.,,...,  A",  les  valeurs  arbitraires  de  p,,  o......  o,  pour 

/  =  o.  î.es  valeurs  de  ^^ 

dp,      dp,  dp, 

dt^       dt  ^     ^       dt^ 

pour  t  =  o  seront  de  suite  déterminées  par  ce  qui  précède  en  fonc- 
tion de  /., ,  A,....,  A,,  et  l'on  pourra  aussi  former  aisément  celles  de 


dx, 

dx. 

dx, 

.r^,... 

,       JCi, 

dt  ' 

dt  ' 

'    dt 

PURES  ET  APPI.IQUÉES.  ^«5 

Ola  posé,  nous  aurons,  d'une  part,  les  intégrales  transcendantes 


où  A,,  A:j,...,  a,  sont  les  constantes  arbitraires  de  l'intégratiron  ,  et, 
d'antre  part ,  les  intégrales  algébriques 

a-,  =  />,  /  -t-  f ,,     .r.^  =  />.,  l  -+-  Cj,...,     .T,  =  />,  ' 


dont  les  constantes  c,,  c.,,...,  Ci,  b,,  h^,...,  //,  s'expriment  par  /-,,  /,-.,,.... 
A,,  puisqu'elles  représentent  les  valeurs  de 

,  .  dx,         rix.  <lm 

•ï'i,       *«-,>...-,.       .r,,       — -•       -p;    ••'       -7-: 

"  *'.'•.  "        ,lt  (Il  ,lt 

pour  /  =  o. 

Nous  nous  en  tiendrons  là,  pour  le  moment,  siu'  la  question  des 
eq^uations  abéliennes,  sauf  à  y  revenir  peut-être  \\\w  autre  fois.  Moii> 
ne  parlerons  pas  '»è^&  ^^'^  conséquences  que  |)eut  offrir  l'équalioii 


dont  le  second  membre  s'exprime  aigebricpiement ,  m  de  i  cites  ijuViu 
peut  obtenir  en  considérant  l'intégrale 

on  y  ((5)  désigne  une  fonction  rationnelie  tpielcoïKjue  <]e  ji.  A  cause  If 

Up,    dl  (h.     dr  f/p,  dl 

36.. 
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cette  intégrale  devient 


J    L?(p.)       ?  (P^)  ?  (p.j  J 


le  coefficient  de  dt,  sous  le  signe  /,  est  unie  fonction  rationnelle  et 
symétrique  de  p,,  p^,...,  pi,  qui  deviendra  une  fonction  rationnelle  de 
.r,,  jc^,...,  Xi,  et  enfin  de  t,  puisque  p,,  p^,...,  p,  sont  les  diverses 
racines  d'une  même  équation  à  coefficients  rationnels  en  x,,  Xo,..,  x„ 
et  que  d'ailleurs  .r,,  x„_,...,  .r,  sont  des  fonctions  linéaires  de  t.  Notre 
uitégrale  ne  dépendra  donc  que  de  quantités  algébriques  et  loga- 
rithmiques; ce  qui  devait  être,  en  effet,  d'après  le  théorème  d'Abel. 
Mais  n'insistons  pas  ici  là-dessns.  Notre  but  était  de  donner  la  dé- 
monstration du  théorème  du  n°  5,  qui  nous  paraît  nouveau  et  im- 
portant. Ce  but  est  rempli.  Nous  devions  naturellement  dire  ensuite 
quelques  mots  des  fonctions  abéliennes;  mais  il  faut  mettre  fin  à  des 
détails  qui ,  en  .se  prolongeant .  nous  écarteraient  trop  de  notre  sujet. 

13.  Le  théorème  du  n"  n  peut,  au  reste,  se  généraliser  de  la  ma- 
nière suivante.  Il  s'agit,  ou  se  le  rappelle,  de  trouver  une  fonction  0 
vérifiant  l'équation  aux  différences  [lartielles 


(4'  (£ 


jr-(sr— a")"=»('^-" 


et  contenant,  outre  la  constante  h,  i —  i  constantes  arbitraires  a,. 
«2,...,  a,_,  distinctes  de  celle  qu'on  peut  toujours  introduire  dané  0 
par  simple  addition.  Or  voici  un  cas  tres-étëffiffî  où  l'on  obtiendra 
cette  fonction  0. 

Concevons  qu'on  ait  exprimé  les  ,  variables^  indépendantes  jc, , 
.x„,....  Xi  de  l'équation  (4)  par  d'autres  variables  p,,p2,--  ,  pi,  en 
nombre  égal ,  qui  les  remplacent ,  et  que  de  cette  manière  l'équation  (4' 
ait  été  transformée  eu  une  autre  équation  de  la  forme 

I   /d&\-      I  /v/0\-  1  /-dey-  ,  " 

pi->  p2i  •■•  )  Pi  étant  des  ionctions  àe  p, ,  p^,  ■  ■  ■ ,  pi-  Cela  suppose  déjà 
que  les  nouvelles  variables  p, ,  p^. ...,  pi  ne  sont  pas  prises  au  hasard  . 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  >.iS', 

sans  quoi  le  second  membre  contiendrait ,  outre  les  carrés 

des  dérivées  de  6,  les  doubles  produits 
de  d&      d&  d& 

dPt  di-: ,       r/6|  dû 

Mais  nous  admettrons  de  plus  qu'en  désigjiant  pai 

ii;(p),    n^(f>),    nj(,.),....    n;i>i 

de  certaines  tojictions  de  ç> ,  on  ait 

*  -ii:  (6,)-+-  -n.',  (^>., '-H...-h  -ij,'(6,i=:o, 

*  • •■•^' 

^nr'(p.)  +  ^-n7'(p,i+...+^n;-  ,û,)  =  o, 

^n',(i^.)  +  ^nv(p«)+.--+,^n;(p,)=.. 

(.ela  étant,  si  la  valeur  de  U  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p>       *  p,        '       p. 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  lonctionsy,  {(n)-,j2  {'-  .  -  ■  I  Oi), 
dont  chacune  ne  renferme  qu  une  seide  variable  ,  on  aura  .  poui 
rempiu-  les  conditions  demandées,  la  valeur  de  9  qui  se  déduit  de> 
équations  suivantes  : 

(';7^  )  =  «.  Ji : (^) ■+'.-••+  «,-.  n'r' tf . ) -  .//11-  (^,  + ../ , .,  . 
(^)'  =  «,  n  ît;.,i  +. . .  4-'a,_.  n*-'  (f ,)  +  a  A 11', ,  (0,)  --  V--  ,'.  ■ 

.  (,— )-  =  «'  n,'  (M  -. . .  4-  a,_, n,-  (c,)  +  ^  Ali:  ^)  ^  ^j.  .f,  . 
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ï^a  déiiionstration  de  ce  théorème  n'a  pas  besoin  de  développements. 
On  vérifiera  aisément  qu'avec  la  valeur  de  0  indiquée  les  conditions 
auxquelles  on  devait  satisfaire  sont  remplies.  Mais  il  reste  à  trouver 
les  systèmes  de  variables  p,,  p2-,---i  pi  qui  jouissent  des  propriétés 
que  nous  supposons  ici;  et  la  difficulté  de  cette  recherche  donne 
beaucoup  de  prix  au  théorème  particulier  du  n"  5  ,  qui  fait  connaître 
un  <le  cçs  systèmes. 

14.  En  disant  enfin  quelques  mots  du  mouvement  de  points  m, 
m' ,  m",  etc.,  unis  entre  eux  par  des  liaisons  exprimables  à  l'aide  d'équa- 
tions entre  les. coordonnées ,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  le  principe 
des  forces  vives  a  lieu. 

Exprimons  d'abord ,  coamie  le  fait  Lagrange  dans  la  Mécanique 
iinalrtique ,  les  coordonnées  x .  j.  z,cd,  j\  etc. ,  de  tous  les  points  m , 
m',  etc.,  par  des  variables  indépendantes  p,,  ^o,...,  p, ,  de  telle  ma- 
nière que  les  équations  de  condition"données  en  .r .  j,  z,  x' ,  etc.  , 
soient  satisfaites  d'el'es-niémes,  le  nombre  des  variables  p, ,  ,«io,...,  p, 
étant  naturellement  égal  au  nombre  des  coordonnées  diminué  du 
nombre  des  équations  de  condition.  Et  supposons  ces  variables  telle- 
ment choisies ,  que  la  valeur  de  la  force  vive  soit  de  la  forme 

c'est-à-dire  ne  contieiuie  que  les  carrés  d(>'\ ,  do'l . . . . ,  dpf  îles  tiifféien- 
tielles.  affectés  de  coefficients  quelconques  /s,,  p.,,...,  p^,  fonctions 
de  0,,  o.>...,,  p, ,  et  non  les  rectangles  r/s,  dp^t  dp,  dp^".  etc.  Soit  U 
la  fonction  des  forces.  Les  équations  du  mouvement  seront,  celte  fois, 

'      O 

I  dp,  A'? A"  '  (ijj,  ;  «/pA-         dV 

1  ■'•/'- ^,  ,   fijj    jdp,\-  I  dpijdpA^        dV  ^ 

(24).  -    \        dt        ~  2  rf^;  ^~di  !    "^■■■";«  ^, 'rffW"'"  ^77' 


'  '    dt  I  dp,  /<^Pi\"  1  (if,  i''?'\"         ''^. 

'dF~  ~~  2d7,\dt!    '^'■'~l'dï,^~di]~^Jl,'' 
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mais  leurs  intégrales  continueront  à  s'exprimer  par 

•  . 

0  étant  encore  une  solution  complète  d'une  équation  aux  différences 
partielles ,  savoir  de  l'équation 

^  I  /dey    .    I   /fle\^  I   id&y  ,--       ,, 

qui  est  toute  semblable  à  l'équation  transformée  du  numéro  pr''cé- 
dent,  tn  sorte  que  la  solution  dont  on  a  besoin  s'obtiendra  dans  les 
circonstances  déjà  indiquées,  c'est-à-dire  lorsqu'on  pourra  vérifier  les 
équations 


-n-^(p.)  +  -n?(oj^.-(-...  +  -n;(p,  =  o, 


(a  71 


^n' (p,)-fcln',(p^  +  ...^^n;(p,^=:., 

et  qu'en  outre  on  aura 

Dans  cette   hypothèse,  on  pourra   toujours  déterminer  6  par  les 
foruudes 

(gy  =  a.  n; (p.)  +...+  a,_, n',-'  (p.)  +  >.hw\ {p,)  +  ^y. (,.,),. 
(•.9)  I  ('iT^y  =  '''  ni'./'^>^-+  «.-•  n'r'  (pa)  +  2  An',(,o,^  +  a_/,(p,). 
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Quaiît  aux  intégrales  intermédiaires,  elles  isont  ^ 

dp,  _  I  dQ-     4p2^^_i^rfe  ;^»_i..i^?»^ 

et  en  les  combinant  avec  l'équation  aini  différences  partielles,  m.  -i 
déduit,  en  particulier,  l'intégrale  suivante  : 

qïii  répond  au  principe  des  foi  ces  vives,  et  qu'il/èst  d'ailleurs  aise  d  ob- 
tenir directement.  Ce  théorème  subsiste  en  analyse  pure,  quelles  que 
soient  les  fonctions  p,,  Pi,....;pi  de  p,,  p.,,...,  pj,'et  lors  même  que  Ton 
doiu\erait  à  ces  fonctions  des  valeurs  incompatibles  avec  la  nature  de 
notre  problème  de  dynamique.  II  est  d'ailleu.i^  .analogue  à  telui  du 
n  5,  et  se  démontre  par  des  calculs  dit  même  §enre  ["].  En  difft!^en- 
tiant  tes  équations 

de  _'•      d&  _  d^_  g  11'  _  ^  _  , 

4-  ,.•<--._ 

par  rapport  à  t,  dont  |5,,  /s.,...,  p,  sont, des  fonctîons  en  vertu  de  ces 
équations  mêmes,   on  a  un  premier  groupe  d'équations,  qui.  com- 
paré ;i  celui  qu'on  tire  de  l'équation  aux  différences  partiel le^ 
I    id0\-         J   /d@\-  I    /de\-  ,.-        ,, 

en   la  différentiant   successivement   par  rapport   aux   constante-»    /. 
a2,v?  '^■i-\i  /''  donne  d'abord  les  équations  intermédiaires 

."J-^     '.     ,^"  (U    d®  rfp:  f/0  (U,  d& 

P'ik~d7..'    P-~dt  ~7Û'"''    l^''di~7û' 

Consiflérons  une  de  celles-ci.  la  première  par  exemple.  En  la  ditléren- 
tiant,  nous  aurons  »  ■ 

d  /i 

' ''''  dt  d^edr-,  d'0     dp,         -  d'&     dp, 

dl            './Ip:     dt          rfc^rfo,   dt          ••          de  dr,,    dt 
.  -y 

r*]  Citons  à  cette  occasion  un  .Mémoire  de  M.  J.  Binet ,  insère  dans  le  Journat  <li: 

l'firnic  Pnlx  technique 
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Mais  en  difFérentiant ,  par  rapport  ko,,   l'équation  aux  différences 
partielles 

-b-)  +-7-)  -^-•••-t--b-    =  2  U -t- A), 

p.  Wp,/         p,  \(lp,l  p.  \dpr'  ^ 

ou  trouve 

I  de  d'0  I    </0    rf-C-)  I    f/fl    rf-0 


/9i  rfp,  rfp'  /Ji  rfpj  rfp,  f/p..  '         Pi  rlp,  f/p,  rfp, 


^dp,  /d&y 

ip\  dp,  \dpi  I 


i    dp,/d&Y  I    dp, /dey-      'ii' 

2p]  dp,  \dpi)  7.p'  dp,  \dpij  dp, 


d'où  l'on  conclut,  en  ayant  égard  aux  équations  intermédiaires, 

d'0  dp,  d'&     rfpi  rf'e     dpj 

dp]     dt         dp,  dp-,  dt  '         dp,  dp,   dt 

7.  dp,\dt  )  7.dp,\dt)  7.dp,\de)  dp, 

Donc 

''■f'^  ^jdp,/dp,y  ^      _^L±l'!tW'!}l. 

dt  1  dp,  \dt  J  '"        7.  dp,\dt  I  dp, 

C'est  la  première  des  équations  différentielles  du  second  ordre  (24)7 
et  l'on  arriverait  aux  autres  de  la  même  manière  :  le  théorème  est 
donc  démontré. 

15.  Considérons  comme  exemple  le  cas  particulier  tres-sunple  ou 
les  quantités  pt,  p^,...,  p,  sont  toutes  égales  entre  elles,  et  où  leur 
valeur  commune  p  est  de  la  forme 

/>=:F,(p,)  +  F,(p,)4-...-)-F,(/>,,. 

Il  finidra  prendre  alors 

y^/(p,)+/(pO+...+y:(p,i 

F,(p,)  +  F,(p,1-f-...  +  F,(p.)"      ■' 

et  en  adoptant  cette  valeur  de  U,  J'intégration  s'effectuera  facilement. 
En  effet,  on  satisfera  aux  équations  de  condition  (27    entre  les  fonc- 

Tomo  XIV.  —Septembre  i849-  •^7 
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tions  n  en  prenant  d'abord 

n\{p,)  =  Y,{p,).    nUp,)=:F,(p,),...,    n:(p,)  =  Fap,). 

et  en  donnant  aux  autre*  fonctions  II   des  vaveurs  constantes ,  telles 
que  l'unité  positive  pour 

ni  (p.),    ni(p,),...,    nfc;(,3,_.), 

l'unité  négative  pour 

niip,),    n|(p3),.-,    nr(p.), 

et  zéro  pour  celles  qui  restent.  La  fonction  0,  dont  les  intégrales 
dépendent,  sera  déterminée  par  les  formules 

{?y~^-  ~  *'  "^  2^F2(p,) + 2/2(^3), 
{?y = «3  -  «2  -H  2  /(Fj  (p,) + 1/3  (pj)  , 

je  me  dispenserai  d'écrire  les  intégrales  elles-mêmes. 

16.  Au  reste,  dans  le  cas  particulier  qui  piécède,  et  dans  quelques 
autres  encore,  les  équations  différentielles  proposées  (24)  peuvent 
s'intégrer  d'une  manière  à  la  fois  directe  et  simple  par  la  méthode 
suivante!*].  En  prenant,  comme  nous  le  faisons, 

p,  =  [>^=...=  Pi=p, 


[*]  C'est  celle  que  j'ai  employée  dans  mon  premier  Mémoire  sur  quelques  cas  parti- 
culiers où  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  peuvent  s'intégrer,  {/our- 
nal  fie  Mathématiques,  tome  XI.  ] 
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les  équations  C24)  se  réduisent  à 

dt    ~ -id^.Wdt)       •"^IrfJ  I 


dp.' 

dV 


'^  dt      i  dp  rfdp,y  /rfpAn      di 


.     dp, 


dW 


'•^  dt      I  dp  v/dp.y  /rfoA*!      di 

et,  en  ayant  égard  à  l'intégrale  connue 

qiu  devient  ici 

on  met  ces  équations  sous  la  forme 

,      dp, 

d  .p  —i- 

dt  I  dp   ,  ,.  f/L 

dt  p  dp,^  '         dp 

d.p  — 

dt  i  dp   ,,T         .,         f/L 

—3 —  =  -  :f-(r  -I-  A.  -t-  — , 

a<  ^  rfp.  *  dp, 

d.     ^ 
''^  dt  i  dp   ,,,  ,,  rfU 

-— j —  =  -  :?-  (U  -h  n)  -f-  :7-- 

rfr  pdp,^  '         dp, 

Or,  considérons  l'une  quelconque  d'entre  elles. 


en  la  niultipjiant  par  apdo,,  nous  en  déduirons 


'     rf^  I  dp    ,_.         ,,         </L' 

-r —  =  -  -f-  (U  -I-  A)  -t-  :7- 


,      „  rfo'  d.p  (U  -t-  /i      , 

a. p-  -TT  =  2     ^  , f/'/. 


37. 
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Si  donc  la  dérivée 

d.p(U-h/,) 

dps 

se  réduit  à  une  simple  fonction  de  la  variable  correspondante  ^j, 
l'intégration  s'effectuera  de  suite.  Cela  aura  évidemment  lien  dans 
notre  hypothèse  de 

"^  -F,(p,)+F,(pO+...  +  F,(p,)- 
et,  en  l'adoptant,  on  aura  les  intégrales  suivantes  : 


/'^Si='^/-(P.)  +  2ÂF,(|^,)  +  Q, 


où  C,.  C,,--,  Ci  sont  des  constantes  dont  la  somme  doit  être  nulle  à 
cause  de 

Ou  satisfera  à  cette  condition  en  prenant 

C,  =  a,.     Co  =  «2  —  «.,,...,     C,_,  =  a,_,  —  a,_o,     C,  =  —  «,_,, 

et  alors  a,,  a^,...,  a,_,   désigneront  des  constantes  tout  à  fait  arbi- 
traires. 

En  égalant  entre  elles  les  diverses  valeurs  de  rit  qui  résultent  de 
nos  intégrales  ,  nous  aurons 


(it  = 


pdf^, 


\/2/.(P 

.)  +  2AF,(p, 

pdc. 

n-c, 

s/^f'Ap 

,)  +  2AF.(pO 

-i-C„ 

pdpi 

V/2/(p,)+2AF,(p,)  +  C, 
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De  là  on  déduira  d'abord  des  équations  entre  p,  ,  (ij,... ,  [j,,  ou  les 
variables  seront  séparées,  et  qui  s'intégreront  immédiatement,  savoir: 


Up,  _  fiû. 


En  mettant  ensuite  poiw  p  sa  valeur  dans  la  formule 


etc. 


ch 


p'h 


v/2/(p,)  +  2AF,(p,)-t-C, 


t'X  transformant  le  résultat  de  la  substitution  à   laide  des  équations 
déjà  obtenues,  on  trouvera  facilement 


dt  = 


F,  \p,)dù, 


s/â/Tf! 

.,)-+-2AF,(p, 

F:  (  p,  )  rfr-, 

)-+-C, 

v'2./;(r- 

:)+2/lF,(f; 

)^-c.. 

F,f?,)^/?, 

v/2/(?,)-|-2AF,(p,)-|-C, 

Ici  encore  les  variables  sont  séparées.  Les  intégrales  complètes  qui 
résultent  de  ces  calculs  sont,  du  reste,  les  mêmes  que  donnent  lev 
lormides  du  n"  1-4. 

17  Pour  donner  un  second  exemple  de  celte  méthode  directe  .  consi- 
dérons le  cas  où  y7,  ,  p<,  -t  Pi  se  partagent  en  deux  groupes  ^, . 
/)_,,...,  /?^  et  /J„^,  ,  p^+i , . . . ,  p,,  de  quantités  égales  entre  elles.  Dési- 
gnons par  p  la  valeur  conunune  des  quantités  composant  le  premier 
groupe,  et  par  </  celle  des  quantités  composant  le  second  groupe, 
en  sorte  que 

p,  -^p.,=...^  p^^  p 

ft 

Admettons,  de  plus,  que  les  valeurs  de 
p.     ph,     ^ 
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soient  de  la  forme 

Je  dis  qu'on  pourra,  dans  ce  cas,  intégrer  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  (24). 

D'abord  les  formules  du  n"  14  sont  ici  facilement  applicables,  et  il 
est  bien  aisé  de  satisfaire  aux  équations  de  condition  (27)  sur  lesquelles 
la  méthode  du  numéro  cité  repose.  Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  écru-e 
les  valeurs  des  diverses  fonctions  II ,  et  laissant  de  côté  les  détails  re- 
latifs à  ce  premier  procédé,  je  ne  développerai  que  les  calculs  de  la 
méthode  d'intégration  directe  du  n°  16,  en  ayant  soin  pourtant  de 
ramener  les  résultats  à  la  forme  même  sous  laquelle  l'autre  méthode 
les  donnerait  de  suite.  Cela  suffira,  en  effet,  pour  rendre  manifeste 
l'accord  des  deux  méthodes. 

Les  valeurs  que  nous  admettons  pour  p,,  /j. ,...,  />,  et  U  sont  toutes 
indépendantes  des  dernières  variables  p,a+i ,  piJ.+-n----,  pi-  D'ailleurs, 
j),  ,  p^,. . .,  Pi  forment  deux  groupes  distincts  [p)  et  (q).  Cela  posé,  il 
est  aisé  de  voir  que  les  équations  différentielles  (aZj)  se  partageront  aussi 
en  deux  groupes.  Pour  tout  indice  5  compris  dans  la  série  i,  2,  3,...,  a. 
on  anra 


"       Je. 


(3. 


tandis  qu'il  viendra,   poiu-  les  indices  suivants  : 

<=„^.  '^'^.^-  ,     rf-, 

,.,.,,  '      dt  '      dt  '   dt 

(351  ; =  0, =0,...,       — =  O. 

^  dt  dt  dt 

Ces  dernières  équations  sintegrent  et  donnent 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  .295 

C^+, ,  C^H-2 ,  •  •  •  j  Q  étant  des  constantes  arbitraires.   En  posant  doiic , 
pour  abréger, 

(35)  c;.H-.  +  Ca^=  -I- . . .  +  C;  =  c , 

et  se  rappelant  l'intégrale 
qui  devient  ici 

on  en  conclura  à  la  fois 

(36.     (%r-(%^r--(ïr=^^ 


et 


'^V-*-    +/'^V^?1^-^) 


Portant  «loue  ces  valeurs  dans  l'équation  (3a),  on  aura 

•  OQx  ^  dt  I  dp   /y.{V  +  h)  C  \         i  dij  C         d\i 

^       '  dt  2  da^  \         l>  pq)         ">.  do,  q-        dp, 

et  en  nuiltipliant  tout  par  îpdp^,  il  viendra  enJin 

Jusqu'ici,  nos  calculs  subsisteraient  en  prenant  pour/^,  (y  el  V  des 
fonctions  quelconques  de  0,  ,  pi,...,  p^.  Mais  si  la  composition  de  «es 
quantités,  ou  plutôt  de  la  quantité  unique 

■i{\]  +  h)p-  c/-, 

est  telle,  que  le  coefficient  de  dp^  dans  le  second  membre  suit  mit 
fonction  de  la  seule  variable  p^,  il  est  clair  que  l'on  pourra  effectuer  île 
suite  une  intégration.  Or  cela  arrive  pour  toutes  les  valeurs  1.  v a 
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de  .ï,  lorsqu'on  prend  ,  comme  nous  le  faisons, 

/;  =  F,(,o.)^-F,(p,^  +  ...^-F,„(p,), 

On  trouve  en  effet,  alors, 

et,  par  suite,  on  obtient,  en  intégrant  et  donnant  successivement  i^ 
l'indice  s  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  ^ 

r  ïr  =  2/  (P<)  +  2  ÂF.  ip<)  -  C  6.  (p.)  +  C, , 

,P'w  =  ^f^-  (?-.)  +  2'' F, (p,)  -  C+,(P=)  ^  C, 


Les  constantes  C, ,  Cj,.-.,  C„  ne  sont  pas  entièrement  arbitrau-es;  car . 
en  ajoutant  ces  dernières  équations ,  et  comparant  le  résultat  y 
l'équation  (^7),  il  vient 

C,  ^  C.  ^.  ..^C„  =  o. 

On  satisfera  à  cette  équation  de  condition  en  prenant 

C,  ^a,  ,     €3  =  a^  —  a, , .  . . ,     C„_,  =:a,,_,  —  a„_2 ,     C„=— a„_i, 

et  a,,  asv-jK^u-i  seront  de  véritables  constantes  arbitraires.  J'adopterai 
désormais  ces  valeurs  de  C, ,  Co , . . . ,  €„ ,  et ,  de  plus ,  je  ferai 

Çu+i  =  V «« )     C„+2  =  V a,,^,  ,.  ..,     Q  =  V «,_,  ? 
et,  par  conséquent, 

C  =  a„  -!-  a„^,  -i- .  .  .  -!-  a,_, , 

ce  qui  aura  l'avantage  de  nous  rauàener  aux  constantes  a, ,  aj,...  a,_, ,  h 
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du  n"  14.  Les  équations  (34)  deviendronl  ainsi 

D'un  autre  côté,  en  posant,  pour  abréger, 

2js  ips)  -^  2  ^  F,  ip,)  -  C <^,  ips)  +  C,  =  4-,  (0,), 
les  équations  (4o)  donneront 

dp,  . r/p-  ^f 


Eu  égalant  les  diverses  valeurs  de  fit  que  toutes  ces  équations  four- 
nissent, on   a 

fit  =  'l^^  =  '^'^^"^^  =...=  ^ 

\/a^  \/a^+,  \/a,_, 

et 

_    pdp,      _    pdp,      _      _     P^lfij 


dt  =  JZlL 


On   aura  donc,   entre  p,,  pa,...,  p^.  d'une  part,  et  py+,,   pu+j.-j   pi 
d'autre  part,  des  équations  telles  que 


(40 

rfp,                               rfp2 

-    _1P^_ 

v/%(p,J 

et 

(4'^) 

lesquelles  s'intégreront  immédiatement,  puisque  les  variables  y  sont 
séparées. 

Pour  lier  le  premier  groupe  au  second ,   et  aussi  pour  obtenir  la 
valeur  de  t,  on  partira  de 

V/*.(p,)  ^a;^, 

Toiiip  \iV.  —  Septembre  1849 
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et,  à  cause  des  valeurs  de  p  et  -1  on  en  conclura 


"^P^H-.  _  h(p')dp>    ,    4'=(p:)rfp,  _^ 

v/^       v/*,(p,)       y/*,  (p.) 

4'/,(p^)'^Pi 

et 

^^_F,(p,)rfp,    1    F.(p.)rfp,  ^ 

\/«>.(pO 

d'où, 

en  vertu  des  formules  déjà  obtenues 

> 

(43) 

'^P,a+,  _  ^l'.(p.)rfp.      |.    ^=(P3)^P.   _^ 

s/^         V^  *,(?,)         y/*:  (p.) 

1   ^.(/'/x)'^^ 

s/'i'^(p^) 

et 

(44) 

^^_F,(p,)rfp,     1     F3(p,)rfp.  _^ 

V*.(p.)        v/*UpJ 

,      ^!AP,.)d?u 

^/'^^iPy) 

équations  où  les  variables  sont  séparées.  Quant  à  p//+2;-j  pi^  ds  s'ex- 
priment au  moyen  de  py.^,,  en  intégrant  les  formules  (42),  comme  jS^, 
pj,...,  Py,  au  moyen  de  p,,  en  intégrant  les  formules  (4i)-  Toutefois  si 
l'on  veut,  on  aura  encore 

s/a„+,  s/*,(p,)  V'1'=(P=)        *"  V'%(P,J 


^^4,.(p,)rfp,^-^,(p..)rfp.  ^    ___^iv(P£^. 

v/a,-,  v/l".  (p.)  V*.(P-.')  '"  >/*«-(?;.) 

Je   n'aurais  pas  du   reste  ajouté  ces  dernières   équations,   que  le 
système 

(4.)  'p  =  ^=...=  ^ 

\Jxy.  Va^,  v'î'i-i 

remplace  avec  avantage,  si  elles  ne  se  présentaient  pas  d'elles-mêmes, 
lorsqu'on  exprime  nos  intégrales  à  l'aide  des  dérivées  d'une  certaine 
fonction  0.  En  effet,  toutes  les  intégrales  qui  résultent  de  la  considé- 
ration des  équations  à  variables  séparées  que  nous  venons  d'obtenir, 
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peuvent  s'écrire  ainsi 

d& „         "^Q  _  o  '^^    /S  ''®  _  * 

rf«;-'^"   ^-P*'"'    5;^-'^'-"    M-*'^' 

/3,,  jSj,...,  /5,_,,  £  étant  les  constantes  introduites  par  l'intégration, 
et  0  désignant  une  certaine  fonction  de  p,,  pj,.-»  P//:  «m  a2vi  ^-i-n  ^• 
savoir  : 

-I-  />/«t+i  V»/*  +  P,"+s  V'^«//+t  +...  +  p.-  v'a/_,. 

C'est  à  ce  même  résultat  que  conduirait  l'emploi  des  formules  du 
n"  14;  car  il  est  aisé  de  s'assurer  que  In  valeur  de  0  vérifie  l'équation 
aux  différences  partielles  (9.6). 

Je  pourrais  encore  a.'  uter  d'autres  exemples  de  nos  deux  mé- 
thodes; mais  ce  qui  pre.cilt  suffit,  et  je  me  réserve  d'ailleurs  d'y  re- 
venir s'il  se  présente  plus  tarrï  quelque  nouvelle  application  offrant 
un  intérêt  particulier. 


38.. 
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THÈSE  DE  MÉGANIQUE. 


.S///    les  changements  instantanés  de  vitesse  qui  ont  lieu  dans 
an  système  de  points  matériels; 


Par  m.  Ed.  PHILLIPS, 

Iiiiïênieiir  des  Mines. 


f^e  problème  du  choc  des  corps  solides,  en  tenant  compte  du 
frottement,  n"a  pas  encore  été  traité  dans  le  cas  le  plus  général,  où  le 
glissement  peut  avoir,  pendant  le  choc,  une  direction  quelconque  et 
variable.  Poisson,  dans  sa  Mécani({ue,  a  résolu  le  cas  du  choc  d'une 
sphère  contre  un  plan  6xe,  lorsque  la  direction  du  glissement  reste 
constante  pendant  toute  sa  durée.  M.  Coriolis  a  examiné  le  cas  de  deux 
sphères  qui  viennent  se  choquer  et  a  reconnu  qu'alors  la  direction  ut 
variait  pas  non  plus  pendant  le  choc.  Nous  allons  exposer,  dans  cette 
Thèse,  une  méthode  qui  nous  a  conduit  à  la  solution  de  cette  ques- 
tion, dans  le  cas  le  plus  général  de  deux  corps  solides  de  forme  quel- 
conque, la  direction  du  glissement  pouvant,  d'ailleurs,  varier  pen- 
dant le  choc,  de  quelque  manière  que  ce  soit. 

Nous  nous  sommes  occupé,  eu  outre,  dans  cette  Thèse,  du  su|et 
suivant  : 

Lorsqu'on  veut  déterminer  le  mouvement  d'une  machine  et  calculer 
son  effet  utile,  le  plus  souvent  l'application  du  principe  des  forces 
vives  est  suffisante,  en  raison  de  ce  qu'il  arrive,  en  général,  que  le 
système  est  à  liaisons  complètes  et  que  le  mouvement  d'un  seul  point 
détermine  celui  de  tous  les  autres,  et,  par  conséquent,  qu  une  seule 
équation  fait  connaître  a  la  fois  les  vitesses  et  les  positions  simultanées 
de  tous  ses  points.  On   sait,  d  ailleurs,  que  dans  un  système  quel- 
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conque,  dans  lequel  il  se  produit  un  changement  brusque  dans  les 
vitesses,  par  l'effet  de  chocs  on  de  la  suppression  instantanée  de  tout 
ou  partie  de  ses  liaisons,  l'équation  des  forces  vives  subit  un  certain 
cliangement  dû  aux  forces  vives  ainsi  perdues  et  qui  forment  une 
somme  égale  aux  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées 
instantanément  par  les  différents  points.  Celte  perte,  dans  le  cas  des 
chocs,  n'a  la  valeur  précédente  que  dans  le  cas  tout  à  fait  abstiait  de 
corps  compiéleineiit  dénués  dVlasticité.  Le  théorème  qui  en  résulte,  et 
qui  est  dû  à  Carnot,  indique  qu'en  pareil  cas  les  forces  mutuelles 
développées  au  contact  produisent  toujours  un  travail  résistant  et 
donnent  la  valeur  de  celui-ci  sans  qu'il  soit  besoin  «le  connaître  les  in- 
tensités, d'ailleurs  variables,  de  ces  actions  mutuelles,  non  plus  que 
les  déplacements  insensibles  de  leurs  points  d'application.  Il  sert,  en 
outre,  quelquefois  à  déduire  pour  deux  corps  qui  se  choquent ,  leurs 
vitesses  inunédiatement  après  le  choc,  de  celles  cpii  avaient  lieu  .tu 
connnencemenl  de  celui-ci. 

Il  faut  d'ailleurs,  pour  que  les  piincipes  qiu  vienniiil  (Telle  uieu- 
tionués  soient  a|)plical)les,  que  les  liaisons  du  système  soient  nidépeu- 
dantes  du  temps,  c'est-à-dire  qu'elles  consistent  en  ce  que  certains 
points  seraient  ou  fixes  ou  .issujeltis  à  rester  sur  des  courbes  ou  sur 
des  surfaces  fixes.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  par  exemple  si  certains 
points  étaient  astreints  à  demeurer  sur  des  surfaces  mobiles,  l'équa- 
tion des  forces  vives,  ainsi  que  le  théorème  de  Carnot ,  ne  pourraient 
plus  être  appliqués,  parce  que  l'un  et  l'autre  supposent,  qu'a  un 
instant  donné,  la  vitesse  absolue  de  chaque  point  soit  compatible 
avec  les  liaisons  du  système. 

Dans  ce  cas.  on  peut  encore  employer  le  principe  des  forces  vives; 
mais,  aloi-s,  il  faut  l'ajjpliquer  au  mouvement  relatif  des  différents 
points  par  rapport  aux  surfaces  mobiles,  et  pour  cela,  faire  usage  du 
théorème  de  Coriolis  ou  de  celui  plus  général  de  iM.  Stiirm.  O  der- 
nier théorème  est  fort  utile,  principalement  dans  l'étude  des  machines 
h\drauliques,  dans  lesquelles  l'eau  se  meut  sur  des  aubes  ou  dans  <les 
tuyaux  mobiles,  comme,  par  exemple,  dans  les  turbines.  .Mais, 
quand  on  applique  le  principe  des  forces  vives  au  mouvement  relatif, 
on   na   pas  directement  l'équivalent  fin  ihéorenie  de  (".arnot  ou  de 
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.M.  Stiirm,  c'est-à-diie  le  changement  instantané  qui  a  lieu  dans  les 
forces  vives  relatives ,  soit  par  l'effet  de  chocs ,  soit  par  un  changement 
brusque  dans  les  liaisons  du  système.  Il  nous  a  donc  semblé  qu'il  y 
avait  un  certain  intérêt  à  combler  cette  lacune,  et  nous  sommes  ainsi 
parvenu  à  des  formules  qui  comprennent,  comme  cas  particulier,  le 
théorème  de  Carnot,  et  qui,  le  plus  souvent,  permettront  de  conclure 
les  vitesses  après  le  choc  de  celles  qui  ont  lieu  immédiatement  avant. 
Ces  formules  s'appliquent  également  aux  changements  brusques  pro- 
duits dans  les  vitesses  par  la  suppression  ou  par  l'introduction  instan- 
tanée de  certaines  liaisons.  On  en  déduit  toutes  les  équations  propres 
k  résoudre  le  problème  général  du  choc  des  corps  solides,  soit  mous, 
soit,  au  contraire,  complètement  élastiques. 

II. 
Problème  du  choc  des  corps  solides,  en  tenant  compte  du  frottement. 

Poisson,  dans  sa  Mécanique,  montre  comment  l'on  peut  résoudre 
le  problème  du  choc  des  corps  solides,  soit  mous,  soit  parfaitement 
élastiques,  dans  le  cas  le  plus  général,  mais  en  négligeant  le  frotte- 
ment. En  tenant  compte  de  celui-ci ,  il  est  un  cas  qui  se  traite  de  la 
même  manière;  c'est  celui  où  la  direction  du  gUssement  ne  varie  pas 
pendant  le  choc. 

Alors  le  frottement  F  se  combine  avec  l'action  répulsi%e  mutuelle  N, 
qui  agit  suivant  la  normale,  et  leur  résultante  est  inclinée  d'une  cer- 
taine quantité  sur  le  plan  tangent  commun.  Cet  angle  peut  être  regardé 
comme  connu,  car  l'expérience  semble  démontrer  qu'à  chaque  in- 
stant la  quantité  de  mouvement  qui  servirait  de  mesure  au  frottement 
est  proportionnelle  à  celle  qui  mesurerait,  pendant  le  même  temps, 
l'action  de  la  pression  normale.  La  résultante  de  ces  deux  forces  est 
donc,  d'après  cela,  inclinée  d'un  angle  connu  sur  le  plan  tangent. 
Dans  le  cas  du  frottement  de  roulement  qui  est  tres-faible,  on  peut 
le  négliger,  de  sorte  que  nous  supposerons  qu'il  ne  s'agisse  que  du 
hottement  de  glissement.  Le  glissement  ayant  lieu  suivant  la  même 
direction  pendant  toute  la  durée  du  choc,  les  quantités  de  mouvement 
qui  mesurent  le  frottement  s'ajoutent,  et  celui-ci  peut  être  regardé 
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comme  ayant  eu  pour  direction  constante  la  droite ,  dans  le  pian  tan- 
gent, suivant  laquelle  les  éléments  de  contact  se  séparent  dans  le 
mouvement  effectif. 

Quand  le  glissement  ne  conserve  pas  la  même  direction  pendant 
toute  la  durée  du  choc,  toutes  les  quantités  de  mouvement  élémen- 
taires qui  mesurent  le  frottement  à  chaque  instant  sont  bien  propor- 
tionnelles aussi  à  chaque  instant  à  la  quantité  de  mouvement  qui 
mesure  la  pression  normale  pendant  le  même  élément  de  temps:  mais, 
comme  la  direction  du  glissement  varie  pendant  le  choc,  la  quantité  de 
mouvement  qui  mesure  le  frottement  pendant  tout  le  choc  n'est  plus 
égale  à  la  somme  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  dont  elle 
est  la  résultante,  de  sorte  qu'on  ne  connaît  plus  rien  quant  .<  sa  «liret- 
tioTi  ni  quant  à  sa  grandeur. 

On  peut,  toutefois,  résoudre  encore  le  problème,  même  dans  ce  cas 
le  plus  général.  Voici  la  méthode  que  nous  avons  employée. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  deux  corps  solides  en- 
tièrement libres  dans  l'espace  et  complètement  dépourvus  d'élasticité. 

Soit  C)  le  point  de  contact  des  deux  corps  à  l'instant  du  choc,  et 


soient  XOY  le  plan  tangent  commun  et  OZ  l:i  normale.  Prenons  trois 
axes  coordonnés  rectangulaires,  qui  sont  la  normale  OZ  et  deux 
droites  OX,  OY,  situées  dans  le  plan  tangent.  Le  mouvement  de  cha- 
cun des  deux  corps  peut  être  défini  par  celui  du  point  O  appartenant 
à  ce  corps  et  par  un  mouvement  de  rotation  auloiu-  d  un  certain  axe 
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instantané  passant  par  ce  même  point,  axe  qui  sera,  en  général,  dif- 
férent pour  les  deux  corps.  Pour  chacun  de  ceux-ci  à  un  instant 
quelconque,  la  vitesse  du  point  O  peut  être  décomposée  en  trois 
autres  suivant  les  trois  axes,  et  leur  vitesse  de  rotation  peut,  de  même 
pour  chacun  d'eux,  être  décomposée  en  trois  autres,  autour  des 
trois  axes  coordonnés.  Le  choc  ayant  une  durée  finie,  quoique  inap- 
préciable à  nos  sens,  nous  allons  chercher,  en  tenant  compte  du 
frottement,  comment  ces  vitesses  varient,  pour  chaque  corps,  pendant 
le  choc. 

Soient  donc,  a  une  époque  quelconque  de  celui-ci,  u,  v,  w  les 
composantes  de  la  vitesse  du  point  O  pour  l'un  des  corps,  suivant  OX, 
OY  et  OZ;  soient  au  même  instant  p-,q,  /'les  composantes  de  sa  vi- 
tesse angulaire  respectivement  autour  de  OX,  OY  et  OZ.  Soient  en 
même  temps  u\  v',  u'' ;  p' ,  q' ,  r'  les  mêmes  quantités  pour  l'autre 
corps.  Soit  Z,  a  ce  moment ,  la  pression  mutuelle  qui  a  lieu  au  point  O, 
dans  le  sens  de  la  normale  :  si  y  est  le  coefficient  ordinaire  du  frotte- 
ment de  glissement  relatif  à  la  substance  des  deux  corps  choquants, 
nous  admettrons  quejZ  soit  la  grandeur  du  frottement. 

Or  on  peut  appliquer  le  principe  de  d'Alembert  pour  les  quantités 
de  mouvement  à  une  partie  quelconque  du  choc ,  tout  aussi  bien  qu'à 
toute  sa  durée;  par  conséquent,  pendant  l'instant  infiniment  petit  dt , 
il  doit  y  avoir  équilibre,  pour  chaque  corps,  d'une  part,  entre  les 
forces  Z  et/Z  qui  agissent  sur  lui,  ou  plutôt  entre  les  quantités  de 
mouvement  qui  mesurent,  pendant  le  temps  dt,  l'action  de  ces  forces, 
et,  d'autre  part,  entre  les  quantités  de  mouvement  perdues  pendant 
ce  même  temps  dt,  par  les  différents  points  matériels  qui  le  com- 
posent. 

Or,  pour  le  corps  qui,  sur  la  figure,  est  au-dessus  du  plan  tangent, 
Z(/<  est  la  quantité  de  mouvement  qui,  pendant  le  temps  dt,  mesure 
la  pression  normale  qu'il  éprouve  de  la  part  du  corps  inférieur;  fZdt 
est  donc  aussi  la  quantité  de  mouvement  qui  mesure  le  frottement  pen- 
dant le  même  intervalle.  Cette  quantité  de  mouvement  a  ,  dans  le  plan 
tangent,  une  direction  qui,  en  général,  n'est  pas  connue,  mais  que 
nous  pouvons  exprimer  au  moyen  des  autres  inconnues  de  la  question  ; 
car  elle  est  contenue  dans  le  plan  normal  mené  par  la  direction  du 
glissement  à  l'instant  que  l'on  considère,  et  n'est  autre,  par  consé- 
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quent,  que  la  projection  de  la  direction  du  glissement  sur  le  plan  tan- 
gent :  or  le  glissement,  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  k  h  —  u',  v  —  v' ,  ir  —  w',  sa  projection  sur  le  plan 
tangent  fait,  avec  les  axes  OX  et  OY,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
respectivement  égaux  à 

~  et  à     -7^ 


\/(a  — «')'-f-(f  —  p')'  \l(u  —  u'  y  +  {v  —  v'')' 

et ,  comme  le  frottement  agit  sur  chaque  corps  en  sens  inverse  de  son 
glissement,  par  rapport  à  l'autre  considéré  comme  fixe,  il  s'ensuit  que 
les  composantes  suivant  OX  et  OY  des  quantités  de  mouvement  qui 
mesurent  le  frottement  pendant  le  temps  dt ,  sont  respectivement 

-/Zr/<-p="~"'  et     -JZdt 


\l{u  —  «')'  4-(«'  —  <•')'  \l{u  —  II' i''  -4-  (('  —  <■'>- 

D'un  autre  côté,  pour  un  point  quelconque  (j: , ^,  z)  du  corps  con- 
sidéré ,  les  composantes  parallèles  aux  axes  provenant  de  la  rotation 
du  mobile  sont  respectivement  (jz  —  rj,  rx  —  pz ,  i>j  —  f/x,  par  raj)- 
port  à  OX,  OY  et  OZ.  On  a  donc  celles  de  sa  vitesse  absolue  en  y  ajou- 
tant les  composantes  u,  v,  w,  de  la  vitesse  du  point  O,  ce  qui  donne 

n  -h  (jZ  —  ;j,     i'  -f-  IX  —  pz,     w  ^  pj  —  qx. 

Dans  le  temps  rit,  ces  composantes  s'accroissent  respectiveineni  de 
leurs  différentielles,  soit  de 

du  +  zdq  —  ydr,     dv  +  xdr  —  zdp,     dw  -h  jdp  —  xdq. 

Ces  quantités  prises  en  signes  contraires,  sont  les  composantes  des 
vitesses  perdues.  Par  conséquent,  si  m  est  la  masse  du  point  matériel 
{x,j',  z),  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  perdue  par  ce 
point  pendant  le  temps  dt  sont  respectivement 

m  (—  du  —  £//</   +jdr),     m  (—  dv  —  xdr  -*-  zdp). 
m  (—  dw  —  jdp  -^  xd(j\ 

Établissons  maintenant  les  six  équations  qui  expriment  les  condi- 
tions d'équilibre  d'un  corps  solide  libre. 

Tome  \l\'.  —  SErTEMDP.E  18Î9.  ^ 
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On  a  ainsi  : 

fm  (—du  —  zdq  +  rdr)  —JZdt  "      ",  —  o» 

n  p p' 

lm(—  di>  —  xdr  +  zdp )  —  fZdt    ,  =  o, 

1  m(  —  dw  —jdp  -\-  xdq)  -{-Zdt  =^  o. 

I  mx  (—  dv  —  xdr  -t-  zdp)  —  j  tnj  (—  du  ~  sc^^  +  jdr  )  =  o, 
I inz  (—  du  —  zdq  -+-  jdr)  —  /  inx{—  d\v—jdp-+-  xdq)  =  o, 
Imy  (—  dw— ydp  -+-  xdq)  —  /  inz  (—  «ft'  —  xdr+  zdp)  =  o. 

Si  l'on  appelle  x^,  ji  ,  s,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
corps  auquel  se  rapportent  ces  équations,  M  la  masse  totale  de  ce 
corps,  et  A,  B,  C  ses  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  OX,  OY 
et  OZ,  on  a 

1  mx  =  Mot,  ,     1  my  =  Mj', ,     /  mz  =  Mz,  ; 
puis 

I  rni^j'-^ -h  z^)  =  \,    j  m  {x- -h- z^)  =  B ,     lm{x--hj-'  =  C. 

Les  six  équations  d'équilibre  deviennent  alors 
-  Mdu  -  Mz.,  dq  -^  Mj,  dr  -  jZdt 


v/(„_„7 +  (._„') 


md\>  -  Mx,dr  -h  Mz,  dp  -fZdt  — 


(0 


V'(a  — «')'  +  (•'  — «''V' 

—  Mdw—  Mj-,  dp  +  Mx,  dq  +  Zdt  =  o, 

—  Mx,  dv  +  Mj^-,  du  —  Cdr  -h  dp  jmxz  ■+■  dq  imjz  =  o, 

—  Mz,  du  4-  Mx,  dw—  Rdq  +  dr  j mzj  -h  dp  imxj  =  o, 

—  Mj,  dw  +  Mz,  dv  —  kdp+  dq  \  mjx -+-  dr  j  n 


mzx  r=  o. 


On  aura  six  équations  semblables  pour  le  second  coips.  Seidement, 
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il  faut  observer  que,  pour  celui-ci,  la  force  Z  et  le  frottement  agissent 
en  sens  contraires  des  mêmes  forces  pour  le  premier.  Il  faut  donc 
changer  leur  signe,  et  on  aura  pour  celui-ci, 


—  Zdl.  ^f'/Mt 


-.•\ 


et 


au  lieu  de 


et 


-  fLdt  -= 


Zdt,  -jl.dl    , 

\  it  —  II' 


-fZdt 


\J'.u  —  II'  r  -i-  'v  —  ( 


Du  reste,  les  quantités  de  mouvement  perdues  gardent  la  ménif 
forme.  Si  donc,  nous  convenons  de  représenter  par  les  mêmes  lettres, 
avec  des  accents,  ce  qui  se  rapporte  au  second  corps,  nous  aurons  nu 
autre  système  de  six  équations  : 


-  M'  du'  —  M'z',  dq'  +  xM'j',  dr'  -¥  f'Ldt 


V  "■ 
M' dv'  —  M'x,  dr' -f-  M'z',  dp'  -\-JZdt 


121 


—  MV/m/  —  M'^',  r///H-  Wx\d<j'  —  Idt  =  o, 

—  M'a-',  d\>'  -(-  M' 7-',  du'  —  Cdr'  ->rdp'  jmji'z'^  i/<j'  j  m'  j'z'=.<j. 

—  M'z',  du'  -+-  M'x',  dw'  —  B'd({'  +  dr'  jm'z'j-' -hdp'  jin'jc'y^o. 

—  yi'j\du   4-  M':',  <h'  —  Vd/j'  -^dq'  jm'j'x'-i-di^jin'z'jc'=o. 

On  a  ainsi  en  tout  douze  équations  entre  treize  variables,  qui  sont 
M,  i'.  u',  p,  (jj  ;•,  «',  f',  w',  p',q'.  >"  et  Zdt.  De  cette  manière  douzi; 
quelconques  d'entre  elles  sont  susceptibles  d'être  déterminées  en  fonc- 
tions de  la  treizième,  en  supposant  que  ces  douze  soient  connues  au 
commencement  du  choc.  On  pourrait  donc  ainsi  chercher  a  exprimer 
les  composantes  des  vitesses  en  fonctions  de  '/.d(:  mais  il  vaut  nueiix 

39.. 
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introduire  une  nouvelle  variable.  A  cet  effet,  posons 

d'où 

[i''  tlw  —  dw'  =  dt. 

i  sera,  comme  ou  voit,  la  différence  dans  le  sens  de  la  normale 
entre  les  vitesses  des  points  de  contact  des  deux  corps.  L'équation  (3) 
et  les  systèmes  (i)  et  (2)  constituent  treize  équations  entre  quatorze 
variables ,  de  sorte  que  toutes  les  autres  sont  susceptibles  de  pouvoir 
être  exprimées  en  fonction  de  i.  D'ailleurs  les  limites  de  t  sont  parfai- 
tement connues,  car  elles  sont  tv,,  —  iv',,  au  commencement  Aw  choc 
et  o  a  la  tin  ,  ou  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression. 

Voyons  maintenant  comment  on  pourra  faire  l'élimination.  D'abord, 
la  troisième  équation  du  système  (i)  donne  Zrf<,  dont  on  peut  substi- 
tuer la  valeur  dans  les  autres  équations  où  cette  quantité  entre.  Eu- 
suite,  les  trois  dernières  équations  du  système  (1),  les  quatre  dernières 
liu  système  (2)  et  l'équation  (3),  forment  huit  équations  qui  peuvent 
servir  à  exprimer  dw^  dp,  dq ,  di  et  dw',  dp',  dq',  dr'  en  fonctions  de 
du,  du,  du',  dv'  et  dî.  Substituant  ensuite  dans  les  deux  premières 
équations  du  système  (1)  et  dans  les  deux  premières  du  système  (2), 
on  aura  quatre  équations  de  la  forme 

(4) 

(6) 

(7)  p; -  P"  =  =  o, 

\J{u  —  k')--)-  (w—  r'I- 

on  P,  P',  P,,  P',  et  P    sont  cinq  expressions,  chacune  de  la  foruie 
Edu  --  Ydv  +  Gdu'  -t-  ^dv'  h-  Kdz 

On  peut  remplacer  ces  quatre  équations  par  plusieurs  tie  leurs  com- 
binaisons. Ainsi,  SI  Ion  ajoute  les  équations  (4)  et  (6),  puis  les  équa- 
tions (5)  et  (7) ,  on  u  d'abord 

(8)  P  -t-  P,  =  o 


\JlU    «"'■   -i-       l'    —    !•'      - 

P'  —  P" 

i.-,-' 

,i{u  —  u'Y-\-u--v'y- 

p,  -+-  P" 

u  —  u' 

\/{u  —  u'  )-  +  (k  —  "''")- 

P'.  ^  P" 

v  —  t,' 
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et 

(9)  P'-4-P',=  0. 

Ensuite,  il  est  facile  de  voir  que  les  équations  (4)  et  (5)  donnent 

(10)  P(f  —  p')  =  P'(m  -  «'). 

Les  équations  (8)  et  (9)  donneront  du'  et  dv'  en  fonctions  de  du,  dv 
et  dz ,  et  sous  la  forme 

du'  =  (/.du  -\-  èdv  -+-  '{dt 
et 

dv'  =  'ï.du  -+-  [j.dv  -t-  V(Yc , 

les  coefficients  a,  ê,  y,  >.,  fji.  et  v  étant  des  constantes. 
En  intégrant ,  on  aura 

li  =  constante  -+-  ««  h-  éi^  -4-  -/s 
et 

(»'  =r  constante  +  >.;/  ^  \xv  -\-  Vc. 

Substituant  dans  l'équation  (10)  et  dans  l'équation  (4),  on  aura,  en 
appelant  <I>,  <l)'  et  <t>"  ce  que  deviennent  par  cette  substitution  P,  P' 
et  P"  les  deux  équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre 
entre  «,  t»  et  £, 

(il)  (l>  X  (rt  -(-  bu  ^-  cv  -)-  ei)  —  <!>'(«'  -y-  h'  u  -^-  c'i»  -h  e'  i), 

a' -\- h' u ->r  c' V -y- e' t 


4»  =  <!>" 


^(n'  -\-  h' Il  -\-  c' V  -I-  f'  s)'-!-  {a  -(-  é«  -|-  ce  -(-  ee)= 

et  <I>,  <!>',  <1>"  sont  de  la  forme 

\.du  +  "^dv  +  R  f^£ ,     L'^«  +  N' rA'  +  R' ^6 ,     L" r/u  -f  N'  ^A'  -^  R'Ve  , 

L,  N,  R,  L',  N',  R',  L",  N',  R'  étant  des  coefficients  constants  et 
connus. 

Il  s'agit  maintenant  de  voir  conuneut  on  pourra  intégrer  ces  équa- 
tions. 

Pour  cela,  remplaçons-y  <I»,  ^'  et  '1''  par  leurs  valeurs;  elles  de- 
viennent ainsi 

(L  du  +  N  r^  +  R  dt)  [a  -f-  hu  ■+■  cv  -\-  ei) 


'  =  (LV/«  -f-  Wdv  -f-  R'r/ê) («'-)-  h'u-¥  c' v  -i-  e' i) 


:VI) 
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et 

l'IIl'  .,  a' -\- b' Il -i- c' i>  +  e' t 

^     '    =  (L"  du  +  Weiv  +  R'V/£    ,,  ,     ^,        ,        ,  ,,     ,       ,  • 

[         ^  '  \/(a'-^- b'ii  +  c'v  +  e  s)--\- {a-i-bu-^-^l>  +  es)■ 

luU•Oi\[nsons  dans  ces  équations,  à  la  place  de  u  et  de  v,  deux  nou- 
velles variables  o  et  i,  déterminées  par  les  deux  équations  suivantes: 

La'  -+-  b'u  -+-  c'v  +  e's  =  9, 
(a;  \  , 

[a  +  bu   -\-  cv    +■  ei   =:  lif. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  du  et  de  dv  et  les  portant  dans 
les  équations  (I)  et  (II),  celles-ci  deviendront  de  la  forme 

(III)  4/(P^9  +  Qr/d/  -f-  Sdt)  =  o{V'do  +  (^ dà  +  S'di) 

et 

(IV  ,        Pr/c  -(-  Qdà  -h  Sr/j  =  — ''—  (V"do  -f-  Q"dé  +  S'rfeV 

F,  Q,  S;   F',   Q',  S';   F",   Q",  S     sont   des  coefficients  constants  et 
connus. 

En  résolvant  l'équation  (III)  par  rapport  k  de,  on  a 

V  (PV/ç  -f-  QV-J,)  — J,(Pt/o  +  Qrf-i) 


(V^  r/c  = 


SJ.  — S'c 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  de  dans  l'équation  '  IV),  celle-ci  devient, 
en  réduisant , 

So (P' rfy  -+-  Q' di)  —  S>(P rf?  +  Q d-l) 
S  il*  —  S'o 

■j  S-j<(P"rf?  +  Q  rf»  —  S'y  iP"do-\-q"(li>)  +  S"y  (PVy  +Q'rfi/i  —  S"J/  (P^j'»  +  Q(/^ 

"  ^0=  +  -y  s-i-s'o 

Cette  équation  ne  contient  plus  que  les  deux  variables  9  et  <ij.  Elle 
est  satisfaite  d'abord  par  9  =  0;  mais  cette  valeur  n'est  pas  l'intégrale 
générale,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire.  En  fai- 
sant attention  à  ce  qui  a  été  représenté  par  9 ,  on  voit  que  ^  =  u  —  u', 
et  dès  lors  9  =  0  répond  k  u  —  -'''.=  o.  Ce  ne  peut  donc  être  qu'une 
valeiu'  particulière  de  l'intégrale,  répondant  à  l'instant  où  u  =  u',  ou 
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bien  la  solution  générale  répondant  au  cas  où  u  serait  constaiiunent 
égal  à  li!,  c'est-à-dire  où  pendant  toute  la  durée  du  choc,  le  glisse- 
ment suivant  le  plan  tangent  s'effectuerait  suivant  la  direction  con- 
stante de  l'axe  des  jr.  Dans  tous  les  cas,  on  saura,  soit  par  les  autres 
équations,  soit  directement  par  les  données,  si  cette  solution  est 
admissible  ou  non. 

De  même,  l'équation  (VI)  est  satisfaite  par  Sii*  —  S'ç  =o  ou  o  =:  ^  J/; 

mais  ce  n'est  pas  non  plus  l'intégrale  générale,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
constante  arbitraire.  Comme  9  :=  «  —  «'  et  (!>  =  v  —  v' .  cela  répond  a 

c 

u  —  m'  =  —  [y  —v');  par  conséquent,  c'est  une  valeur  particulière  de 

l'intégrale  générale,  répondant  à  l'instant  où  l'on  aurait     _    .  =  -^,1 

ou  bien  ce  serait  la  solution  générale  dans  le  cas  où  le  glissement 
conserverait  une  direction  constante  suivant  le  plan  tangent  et  dé- 
terminée par  la  relation  tane  a  =  .^  ^r^»   a  étant  l'angle  forme 

par  cette  direction  avec  l'axe  des  x.  Cette  solution  devra  être  rejetét- 
ou  conservée  suivant  les  données  particulières  de  la  question. 

Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation  {VI\  on  peut  donc  di- 
viser ses  deux  membres  par  le  facteur  commun  _  ,  ■,  et  elle  devient 
alors 


l      sf-^''/[  (SI"  -  PS')  ^?  -I-  (SQ'  -  QS'  )  d^] 

(VII)  =  [(SP"-'  PS")J>  +  (P'S"  -  S'P")9]rf9 

I  +  f(SQ"-  QS'ii  +  (Q'S"  -  S'Q")ç]r/(J;. 

Pour  intégrer  l'équation  |\ll).  introduisons  encore  ;i  la  place  île  ç 
et  de  6  deux  nouvelles  variables,  w  et  5,  qui  soient  telles  que  Ion  ait 

ç  =  u  cos5     et     ii<  =  u  sin  5. 

On  voit  que  ces  nouvelles  inconnues  ne  sont  autre  chose  que  la  vi- 
tesse relative  de  glissement  suivant  le  plan  tangent  et  l'angle  formé  par 
la  direction  de  ce  glissement  avec  l'axe  des  x.  On  déduit  des  relations 
précédentes , 

(h  =  —  '.)  sin  5</5  -+-  cos  S.fi'jj 
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et 

r/j/  =  u  cosÔd$  -^  sin  S.d'jh 

Substituant  les  valeurs  précédentes  à  la  place  de  9,  de  i},  de  rfo  et  (\c  dû. 
dans  l'équation  (VII),  celle-ci  devient 

M  [  (SP'  —  PS')  (—w  sin  SdS  +  cos  6f/w)  +  (SQ'— QS'j(w  cos  edi  -r-  sin  5  c^w^] 
=  [(SP' —  PS")  &)  sinS -f-  (P'S"  —  SP")  w  cos5] (  — «  sin ô dQ-h  cos  ôrfw) 
_u  [(SQ"  —  QS")  w  sin  9  -H  (O'S" — S'Q")  m  cos  5]  («  cos  6  r/9  -t-  sin  S  ^/w). 

lies  deux  membres  de  cette  équation  ont  o)  pour  facteur  commiui. 
Elle  est  donc  satisfaite  par  co  =  o.  Mais  cette  solution ,  qui  répond  à 
!uie  vitesse  de  glissement  nulle,  n'est  pas  l'intégrale  générale.  Pour 
avoir  celle-ci,  di\isonsparw  les  deux  membres  de  l'équation,  qui  prend 
alors  la  forme 

r/iù        g  sin  6  —  /;  cos  6  —  /  sin- 6  -)-  (/  —  i)  sin  h  cos  5  +  m  cos'  6    ,. 
-.)         g  cos 9  -H  A  sin  9  —  (/  -î-  m)  sin  6  cos  h  —  X  cos'  5  —  /  sin"  S       ' 

^,  h,  i ,  k,  l,  m  étant  des  coefficients  constants  et  connus.  En  appe- 
lanty^(6)  la  fraction  qui  forme  le  premier  facteur  du  second  membre,  et 
E  la  base  des  logarithmes  népériens ,  on  voit  que 

f   J{b)dO 

(VIII)  w  =  o)oE'^«. 

ou  5n  et  Uo  sont  les  valeurs  particidieres  de  5  et  de  o)  au  commence- 
ment du  choc. 

Cette  intégrale  pourra  toujours  s'obtenir;  car,  en  faisant  sin5=r3-, 
■7  étant  une  inconnue  auxiliaire,  on  aura  j\p)d6  =  ¥{p)d'7,  et  F(s-)f/'7 
poin-ra  toujours  très-facilement  être  ramenée  à  la  forme  d'une  frac- 
tion rationnelle. 

Quant  -Al.  on  l'aura  en  remplaçant  dans  (V;  o  et  li^,  d'abord  par 
leurs  valeurs  en  m  et  5 ,  puis  ensuite  oj  par  sa  valeur  en  B  donnée  par 
f  VIIUi,  et  d'ji  par  sa  valeur  «y  (5)f/5.  En  appelant  y^  (5)  une  fraction  ana- 
logue à  /i  5),  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  se  composent  cha- 
cun de  termes  égaux  à  certains  coefficients  multipliés  par  certaines 
puissances  de  sin  5  et  cos  5,  on  a 

dl  =r  E-^^.  Xy,  (5)  .'/Ô 
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et 


On  connaît  aussi  ç)  et  i|;,  pnisqiië(p=  w  cos5  et  6=  w  sinô. 

D'ailleurs  la  valeur  précédente  de  e  permettra  de  connaître  celle  d»- 
^  à  la  fin  du  choc,  puisque  alors  s  =  o. 

Substituant  dans  les  équations  (c.^  à  e,  9  et  di  leurs  valeurs,  on  aura 
celles  de  «et  de  i>,  et  on  obtiendra  ensuite  facilement  celles  de  toutr^ 
les  autres  inconnues. 

Supposons  qu'on  veuille  examiner  en  particulier*  le  cas  où  les  axe.- 
coordonnés  seraient  pour  chaque  corps  ses  axes  principaux  relatifs  au 
point  de  contact,  et  où,  en  même  temps,  chacun  d'eux  aurait  son 
centre  de  gravité  sur  la  normale  comnume  au  point  de  contact;  on 
trouverait  alors 

I  mxjr=zo,  linjcz  =  o,  j  mjz^o,  j  m'y'x'^o,  |m'jr'r'=o,  //nyz'=o; 

X,  =0,      /i  =  o,       a-',  =  o,       y,  =  o. 

Si  on  applique  la  méthode  générale,  et  qu'on  pose,  pour  abrège i. 

—  z^— M=d;    g-r^_M=è;    jrZ,-—M'=a',  et  ■^z^^  -M'=h'. 

on  arrive  à  l'équation  suivante  entre  w  et  S, 

fio> bb'  {a  -h  a'  )  sin' 6  +  aa'  {b  +é')cos'(>    ,. 

w         [bb!(a  4-  a')  —  aa'  (b  -+-  b')]  sin  ô-cosS        ' 

ou  ,  en  remplaçant  cos*ô  par   i  —  sin*5, 

:TJ*f7  J'*  —  =  Yrr, r- rn ttt    ■    ,    ,,  +  tang^rfS. 

En  imègrant  a  partir  du  commencement  du  choc,  on  trouve 

.1,1' {b  -,- 1') 

'■>    /tang6\ifc'(a-t-.i')  — aa';i-i-fc')  cos6„ 

~  ~  \tang8„  /  cos  6 

Supposons,  en  particulier,  qu'il  s'agisse  du  choc  de  deux  sphères,  de 
même  volume  et  de  même  densité;  alors  n  =  i  =  a'  =  A',  et  l'équation 
précédente  donne  tang  9  =  tang  6„. 

Tome  XIV.  —  Septembbe  1849.  4o 
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Ce  qui  indique  que ,  dans  ce  cas,  la  direction  du  glissement  ne  va- 
rie pas  pendant  toute  la  durée  du  choc.  Nous  retrouvons  ici,  comme 
cas  particulier,  cette  conséquence,  que  l'on  trouve  démontrée  directe- 
ment dans  la  théorie  mathématique  des  effets  du  jeu  de  billard  de 
M.  Coriolis,  et  qui  lui  a  servi  à  simplifier  beaucoup  la  plupart  des 
quêtions  de  dynamique  qu'il  a  traitées  dans  cet  ouvrage. 

Il  est  même  facile  de  voir  que  la  même  chose  arriverait  encore  si 
deux  corps  homogènes  de  révolution  venaient  se  choquer  par  l'eattlé- 
raité  de  l'axe  de  chacun  d'eux.  En  effet,  on  aurait  alors  A  =  B,  A'=tJ'. 
et,   par  conséquent, 

a  =  6     et     «'  =  />':  des  lors,     bb' a -\- a' ,  —  aa'\a  ~k- b')^=o , 

et,  par  suite,  le  glisséttiçnt  conserverait  pendant  toute  la  dtu-ée  du  choc 
sa  direction  initiale  suivant  le  plan  tangent. 

La  même  formule  montre  que,  si  S^  =  o,  oit  a  aussi  5  =  o  pendant 
toute  la  durée  du  choc,  et,  par  conséquent,  la  direction  du  glissement 
ne  varie  pas  ;  c'est  ce  qui  arrivera ,  en  général ,  quand  le  glissement 
commencera  suivant  une  direction  qui  coïncidera  avec  celle  d'un 
axe  principal  commun  aux  deux  corps  relativement  à  leur  point  de- 
contact. 

On  aurait  pu ,  pour  résoudre  le  problème ,  choisir  d'autres  axes 
coordonnés,  et,  en  général ,  des  axes  quelconques.  Les  mêmes  condi- 
tions d'équilibre  se  seraient  toujours  exprimées  par  un  même  nombre 
d'équations  analogues.  Seulement,  il  serait  arrivé  que  les  expressions 
(les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  du  frotte- 
ment pendant  l'instant  clt  auraient  dépendu  non-seulement  de  u,  v,  u'  et 
i'',  mais  aussi  de  toutes  les  autres  composantes  des  vitesses,  c'est-à-dirt 
de  II',  p,  q,  r;  iv',  p',  q'  et  /''_^ar  la  direction  du  glissement  aurait  été 
fonction  des  vitesses  des  deux  points;-en  contact .  et  ces  vitesses  elles- 
mêmes  auraient  été  exprimées  au  moyeu  de  toutes  ces  quantités.  11  en 
résulte  que  toutes  les  inconnues  seraient  entrées  dans  les  équations, 
!ion-seulement  par  leurs  différentielles,  mais  encore  directement;  en 
^orte  que,  pour  l'élimination,  on  aurait  été  obligé  de  passer  par  la  diffé- 
rentiation,  et  qu'on  aurait  été  conduit  finalement  à  des  équations 
différentielles  d'un  ordre  bien  plus  élevé. 

La  méthode  qui  vient  d'être  exposée,  s'applique  encore  dans  le  cas 
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ou  il  y  aurait  dans  le  système  un  ou  plusieurs  points  fixes  Et  même, 
avec  un  peu  d'attention,  il  est  facile  de  voir /qu'on  intègre  encore  ah- 
solument  de  même  les  équations  différentielles  du  problème.  Il  siiffil 
alors  de  remplacer  chaque  point  fixe  par  une  force  convenable,  ce  (|ui 
introduit  trois  nouvelles  inconnues  pour  chacun  d'eux;  mais  comni*- , 
d'un  autre  côté,  la  condition  que  le  point  correspondant  demeure  im- 
mobile fournit  trois  nouvelles  équations,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des 
équations  ^èi'a  toujours  suffisant,  et  même  on  pourra  par  là  connaîlrt' 
les  pressions  ou  percussions  éprouvées  par  les  points  fixes.  S'il  y  avait 
un  ou  plusieurs  points  assujettis  à  rester  chacun  sur  une  courbe  don- 
née, le  résultat  serait  encore  le  même.  On  ferait  abstraction  de  chaque 
courbe,  en  supposant  celle-ci  remplacée  par  une  force  nonnale  d'une 
grandeur  inconnue  :  on  introduirait  par  là  trois  nouvelles  inconnues; 
mais  en  même  temps  on  aurait  trois  équations  de  plus,  servant  à  e»i 
primer,  l'une  que  la  force  est  normale  à  la  courbe,  et  deux  pour  ex- 
primer que  la  vitesse  du  point  correspondant  est  toujours  tangente  h 
cette  courbe.  Enfin ,  il  en  serait  encore  de  même  s'il  y  avait  un  ou  plu- 
sieurs points  obligés  de  demeurer  sur  des  surfaces  fixes  :  on  remj)lac(  - 
rait  chaque  surface  par  une  force  convenable,  normale  ;i  cette  surface, 
ce  qui  n'introduirait  qu'une  inconnue  de  plus;  car  si  N  est  la  grandeur 
de  cette  force,  que  ¥(jc,jr,  zi  =  o  soit  l'équation  de  la  surface,  que 
?,  •/],  Ç  soient  les  coordonnées  du  point  en  question  .  et  quf  Wm  nit 


\/m^m-m--^:-- 


on  aurait  NV  — >  NV  '—  et  NY  -j-  pour  les  composantes  de  N  pflrrifl- 

leles  à  OX,  OY  et  OZ.  Ou  aurait  en  même  temps  aiH|  équation  nou- 
velle servant  à  exprimer  que  la  vitesse  du  point  (Ç,  yj.  Ç)  est  tangent' 
à  la  surface  en  question:  cette  équation  serait 


d¥        rfÇ        (IF        d-n        dï        rfÇ 
dl^  di         dr   ^  dr         «/:  ^  ,!t 


Or   —  )   —  '   —    sont  des  fonctions  connues  de  la  \itesse  ai)solue  dp 
dl      dt      di  W^.  " 

point  de  contact  An  corps  auquel  appartient  le  point  (ç.  r,,  Ç),  et  de 

,0.. 
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la  vitesse  de  rotation  de  ce  corps  autour  de  l'axe  instantané  qui  passe 
par  son  point  de  contact. 

On  voit  encore,  avec  un  peu  d'attention,  que,  dans  le  cas  d'un  ou 
de  phisieurs  points  assujettis  à  rester  sur  des  courbes  ou  sur  des  sur- 
faces fixes,  on  peut  intégrer  les  équations  différentielles  du  problème 
absolument  de  la  même  manière,  de  sorte  que  la  méthode  qui  a  été 
exposée  est  tout  à  fait  générale. 

En  tenant  compte  du  frottement,  nous  avons  supposé  que  les  deux 
corps  choquants  étaient  complètement  dépourvus  d'élasticité,  puisque 
nous  avons  pris  o  pour  la  valeur  de  £  à  la  fin  du  choc.  Si  les  corps 
étaient,  au  contraire,  parfaitement  élastiques,  ce  nouveau  problème 
se  ramènerait  au  précédent  de  la  manière  suivante  :  on  fractionnerait 
le  choc  en  deux  parties,  l'une  depuis  le  commencement  jusqu'à  l'instant 
de  la  plus  grande  compression,  alors  que  les  vitesses  des  éléments  de 
contact  sont  les  mêmes  pour  les  deux  corps,  dans  le  sens  de  la  nor- 
male commune. 

On  calculerait  ainsi  les  vitesses  «,,  v,,  tr,,  p^^qi,  /,,  u^,  f, ,  etc.,  qui 

ont  lieu  au  moment  de  la  plus  grande  compression,  ainsi  que    |  Zdt 

au  même  moment.  La  seconde  période  commencerait  alors,  et  finirait 
au  moment  où  les  deux  corps  se  séparent  ;  elle  comprendrait  un  second 
choc,  pour  lequel  on  aurait  des  équations  analogues  à  celles  de  la 
première  période.  Seulement  ici  e  serait  o  au  commencement  du  choc, 
et  sa  valeur  finale  serait  inconnue.  On  conçoit  néanmoins  qu'à  l'aide 
des  équations  différentielles  on  puisse  exprimer  les  vitesses  finales  u.,, 
^2»  i^it  Pu  (I21  6tc.,  en  fonctions  de  la  valeur  finale  So  de  s,  car  ce  sont 
toujours  les  mêmes  équations  différentielles,  et  elles  s'intègrent^jle  la 
même  manière. 

On  pourra  de  même  exprimer  pour  la  seconde  période  I  Zdt  en 
fonction  de  ïjî  or,  si  les  deux  cdfps  sont  supposés  parfaitement  élas-* 
tiques,    1  Zdt  doit  avoir  la  même  valeur  pour  la  seconde  période  qïle 

pour  la  première,  d'où  résultera  uue  équation  qui  déterminera  la 
valeur  de  a»,  et,  par  suite,  pourra  servir  à  exprimer  les  différentes 
vitesses  «2,  v^,  Wj,  etc.,  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  choc  en  fonction  de 
quantités  toutes  connues. 
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Si  les  corps  n'étaient,  comme  cela  arrive  à  peu  près  toujours,  qu'im- 
parfaitement élasticpies,  alors  I  "^Ldt,  dans  la  seconde  période,  ne  serait 

qu'une  fraction  de  ce  qu'est  cette  quantité  de  mouvement«pçndant  la 
première,  attendu  que  chaque  corps  ne  reprendrait  pas  exactement, 
.'iprcs  le  choc,  la  forme  qu'il  avait  aupaiavant. 

III. 

Fovinide.s  qui  donnant  tes  pertes  de  joices  vives  relatives  dans  les  c  itacs 
de  corps  solides  non  élastiques,  et  dans  les  chan'^enients  brusques  de 
liaisons  d'un  corps  solide. 

Il  a  été  dit  que,  dans  les  changements  brusques  de  vitesses  produits 
par  des  chocs,  il  y  avait  toujours  perte  de  force  vive ,  et  que  cette  perte 
était  éojale  poiu-  des  cor[)s  complètement  privés  d'élasticité,  et  en  su|)- 
posant  les  frottements  négligeables,  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  per- 
dues ou  gagnées  par  les  différents  points  des  deux  corps.  C'est  le  théo- 
rème de  Carnot  qu'on  peut  démontrer  fort  simplement  de  la  manière 
suivante: 

Soient,  à  l'époque  < ,  N  et  F  les  actions  mutuelles  qui  s'exercent  a»i 
contact  des  deux  corps,  suivant  la  norinale  et  dans  le  plan  tangent; 
la  seconde  force  n'est  autre  que  le  frottement  Pour  un  déplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons  du  système,  soient  respectivement 
(?«  et  oy  ceux  des  points  d'application  «les  forces  N  et  F.  Les  moments 
virtuels  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  cpii  les  mesurent 
pendant  l'instant  suivant  dt  sont 

NoVicosiN,c?«)r/^     et      -  V^Jco<,[V\r}J)dt.  *f^ 

Comme  an  et  (?/  peuvent  être  regardés  comme  constants  pendant  tout 
le  choc,  les  moments  virtuels  des  quantités  de  mouvement  qui  me- 
surent les  forces  N  et  F  pendant  toute  la  durée  du  choc  sont  respec- 
tivement 

2]c?//  rNcos(N,oVi)^//     et      - '^ùj  (vco^(Y, àj^dt; 

le  signe  /  comprend  toute  la  durée  du  choc,  et  l«^  signe  ^  l'ensemble 
des  termes  dus  aux  différents  contacts. 
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S^i^t  d'ailleurs  â^x^î  $jr,  (?r  les  projections  ^ur  les  axes  coordonnes 
tAû  déplacement  virtuel  du  point  {x,j,  z);  appelons  -^,  -^  ^'«Â-  '^^ 
composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  immédiatement  avant  le  choc, 
et  soient  — -i    —^-^ce  que- deviennent  ces  composantes  aussitôt 

fit         dt        dt  ^  '  •  ■ 

ipres  :  si  m  est  la  masse  de  ce  point  matériel ,  les  composantes  dé,  la 
quantité  de  mouvement  qu'il  a  perdue  sont 

(dx,         dx.\  id)\         dyX  ■   -^       jdz,.         dz,\ 

""iuT-Tir)-      'Mi-1^)-      '^iTr-7û)- 

Or,  puisqu'il  v  a  équilibre  entre  ces  quantités  de  mouvement  et 
celles  qui  mesurent  les  forces  N  et  F  pendant  le  même  intervalle  de 
temps,  il  s'ensuit  que  <jj^^ 

2  o'«  fN  cos   N.  ân)dt  -  ^  <?/  fp  cos  {¥,&/)  dt 

Supposons  maintenant  qu'on  choisisse,  pour  déplacements  virtuel;- 
des  différents  points  du  système,  ceux  qui  répondent  aux  vitesses  qui 
ont  lieu  immédiatement  après  le  choc,  et  qui  sont  compatibles  avec  les 
liaisons  du  système;  alors  '*'^ 

i^x  ^  dx,.     àj'=  dy,.     èz  =  dz^ . 

De  plus,  en  désignant  par  dn^  et  dj^  le  rapprochement  des  deux 
corps  dans  le  sens  de  la  normale,  et  l'étendue  du  glissement  dans  le 
plan  tangent,  qui  ont  réellement  lieu  a  la  fin  du  choc,  les  termes  du 
premier  membre  de  léquation  précédente  de^^ennent  respectivement 

-•'  ^dn^  f'îi  cos il!i,dn,)dt     et     -y^dj,  j  Fcos^F,djJdt, 

et  l'équation  entière  se  transtorme  en  celle-ci,  après  avoir  tout  divisé 

par  dt , 

"^±1  f^  cos  (S,  dn,)dt  -"^'^  f  F  cos  {¥,dj\)dt 

^      r/dx,Y       fdr,Y       /rfz\»<!     .dxftLf,    ■    d},dn    ,    rfz.dzA"! 

=Z'«LU)  ^U)  ^U)  -'^-^  -^-^^-^dF-jj- 
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Si  Jfes  deux  corps,  après  le  choc,  ont,  an  point  de  contact.  <['-,  w- 

fesses  égales  dans  le  sens  de  la  normale  comuuine,  alors-^  =^  o,  et  It- 

pieniier  ternie  du  premier  membre  disparaît.  Si  le  frottement  est  né- 
gligea!)le,  le  second  terme  disparaît  aussi,  et  l'on  a  simplement 


fit-     ' 


V>       r/'''.\"        /''/A'        /''"i\"        (dx^dx^        dYxdr„ 
Mais,  d'un  autre  côté,  on  a  identiquement 

[  2»ffê)'-(*r-it)'-iS)"-c^)"-(ïvi 

A  cause  de  (i  j ,  cette  dernière  équation  se  réduit ,  en  appelant  V„  et  V , 
les  vitesses  du  point  m  immédiatement  avant  et  après  le  choc,  et  U  la 
vitesse  perdue  ou  gagnée  par  ce  point ,  à 

En  appelant  T  le  travail  résistant  diî   a  la   i  ompression  des  dfiiN 
corps  produite  par  leurs  actions  mutuelles,  on  a 

Si  les  deux  corps,  après  le  choc,  n'avaient  pas  des  vitesses  égale.*- 
dans  le  sens  de  la  normale  connnune,  et  si  les  Irotlements  n'étaient 
pas  négligeables,  on  aurait  deux  termes  de  plus,  et  l'on  trouverait  df 
même 

ou 

2T=  _2mU*+  a^^  TîScos  N,^«,)f/<--.(21^  fb' cos{V,(iJ,)  cit. 
Si  les  deux  corps  ont,  après  le  choc,  des  vitesses  égales  <laiis  le  sens 
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de  la  normale  commune  au  point  de  contact;  que,  cependant,  on 
veuille  tenir  compte  du  frottement,  mais  que  l'on  sache  que  la  di- 
rection du  glissement  n'a  pas  varié  pendant  toute  la  durée  du  choc . 
alors  on  a 

cos(F.  (}f^)  =  1 


^nW:  -^>nyi.      on     .^  :=  -J,"^^t-  ^^§  f^^t 


**à 


Il  se  produit  une  perte  de  force  vive  tout  à  fait  semblable  dans  un 
corps  que  l'on  assujettit  brusquement  à  un  nouveau  système  de  liai- 
sons. Ainsi,  dans  ce  cas,  les  quantités  de  mouvement  perdues  par  les 
différents  points  matériels  dans  ce  changement  instantané  doivent  se 
faire  équilibre  entre  elles  à  l'aide  des  deux  systèmes  de  liaisons,  celles 
qui  existaient  primitivement  et  celles  qui  ont  été  ajoutées.  Par  consé- 
quent, si  âx,  ây,  êz  sont  les  projections  sur  les  axes  pour  le  point 
(x,  y.,  z)  d'un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  deux  systèmes 
de  liaisons,  on  a,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  pour  le 
théorème  de  Carnot. 

"  2-»  [(S  -  $)  »^- *  (t  -  ÎV.- (S -  ÎH  =  " 

On  peut  prendre,  pour  ces  déplacements  virtuels,  ceux  qui  ré- 
pondent aux  vitesses  qu'ont  les  différents  points  immédiatement  après 
l'introduction  des  nouvelles  liaisons,  car  ces  déplacements  sont  com- 
patibles avec  les  deux  systèmes  de  liaisohs;  cela  revient  à  faire,  dans 
l'équation  ci-dessus,  àx  =  dx,,  ùj  =  dy,  et  d^z  =  dz,,  et  cette  équa- 
tion devient,  en  divisant  tout  par  dt, 

^        r/rf.r„        <ir,\  de.         idy,        dy\  dy  Idz,        dz\  dz^ 

2-'"  \yjt-Tt)-t-^Kdt~'Tt)-Tt^\dt-'dt)^t\-  ^' 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

V  ;nUV,  cosU,  \,)  =  o 
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Mais  \'„  étant  la  résultante  de  U  et  de  V, ,  on  a  directement 

"^niYl  =2'«V'j  -4-2] '«U*^  l'^mUX,  cosfU,  V,^, 
ce  qui,  à  cause  de  l'équation  précédente,  se  réduit  à 

Inversement,  si  l'on  vient  à  supprimer  brusquement  tout  ou  pai  ti^ 
(les  liaisons  d'im  système,  il  y  a  gain  de  force  vive  égal  à  la  force  vi\e 
due  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées  par  les  différents  points. 

Ce  théorème  se  démontre  d'une  manière  tout  a  fait  analogu»' .  et  l'on 
trouve 

Ainsi,  quand  des  liaisons  viennent  à  être  brusquement  supprimées, 
d  y  a  toujours  gain  de  force  vive. 

V. 

Le  théorème  de  Caruot,  et  ceux  analogues  sur  les  liaisons,  donnent 
les  forces  vives  gagnées  ou  perdues  brusquement  dans  les  circonstances 
correspondantes.  Nous  allons  maintenant  voir  ce  que  deviennent  ces 
théorèmes  quand  on  les  applique  an  mouvement  relatif,  c'est-à-dirf 
que  nous  allons  chercher  quelle  est  l'expression  supplémentaire  ré- 
pondant à   2)"^^'   dans  le  mouvement  absolu,  et  qu'il  faudrait 

introduire  dans  l'équation  des  forces  vives  pour  les  mouvements  rela- 
tifs, dans  le  cas  de  chocs  ou  de  modification  instantanée  dans  le  système 
des  liaisons  établies.  En  un  mot,  nous  allons  chercher,  pour  le  mou- 
veuîent  relatif,  l'équivalent  du  théorème  de  Carnot  pour  le  niouvenienf 
absolu. 

A  cet  effet,  conservons  les  mêmes  notations  que  précédemment  pour 
la  démonstration  du  théorème  de  Carnot.  On  aura  encore,  pour  tout 
déplacement  virtuel  {âx,  âjr,  èz)  compatible  avec  les  liaisons  du 
système , 

y^ùn  Tn  cos  (N  ,  ^n)  dt  -^&J  fv  cos  (F,  âf  dt 
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Supposons  maintenant  que  la  vitesse  absolue  V,  de  cliaque  point 
ail  été  décomposée  en  deux  autres  V^  et  ¥„,  et  désignons  les  com- 
posantes de   ces  vitesses  à  im  instant  quelconque  par   j^,  -^r  -^''; 

-^,  '^,  -^,  en  affectant  plus  particulièrement  ces  composantes  des 

mdices  o  ou  i,  lorsqu'elles  se  rapportent  an  commencement  on  à  la  fin 
du  choc. 

Supposons  que,  pour  chaque  point  du  système,  la  composante  hnale 
^/,  réponde  à  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  du 
système,  et  appliquons  l'équation  précédente  à  ce  déplacement  virtuel. 
En  divisant  tout  par  dt ,  l'équation  précédente  de%iendra 

2;'^/ncos(N,^.«,W/-2;^/fcos(F,./,./)^^ 

—  ^"^  [\di~   Ht)  ir  "^  \di  ~  ~di)  ~dt~^\di~'  dt)  "^J  ' 

Si ,  après  le  choc ,  et  en  ne  tenant  compte  que  des  vitesses  relatives, 
les  points  de  contact  ont  des  vitesses  égales  dans  le  sens  de  la  normale 

commune,  alors  ~  =  o,  et  le  premier  terme  du  premier  membre  de 

léquation  précédente  disparaît.  Le  second  terme  de  l'équation  précé- 
dente disparaît  au.«si  si  les  frottements  sont  négligeables,  de  sorte  que 
le  premier  membre  devient  nul.  Dans  ce  cas,  l'équation  ci-dessus  re- 
vient à 

(i)  2!'"UV.,  cos(U,  V^j  =  o, 

U  étant  la  vitesse  absolue  perdue  par  le  point  m.  Or,  si  U^  et  U,„  sont 
les  composantes  perdues  par  ce  même  point  respectivement  par  rap- 
port à  Vr  et  Vm ,  U  est  la  résultante  de  U^  et  de  U^ ,  de  sorte  que 

2;'"UV,  cos(U,V,_)=2;'«U,V,cos(U„V,)+2;'"U„V,_(U„,V,j; 

et,  par  suite, 

(•i)  ^mJJrV^  cos  (U,,  V,  )  =  -^/hU,„V,^  cos  (U„  ,  V,.J. 
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Mais,  d'un  autre  côté,  V^  étant  la  résultante  de  V^  et  de  U, ,  on  a 
directement 

V;  =  V,^  -r-  U,"-  -+■  1  Vi^'r  cos  (U,,  V,  )  ; 

(l'on 

^ni\;  -2'»V-  :=-^mVy,-   4-  u^],/»  U,V,  cos  (U, ,  V,  ). 

Remplaçant    dans     cette     équation     ]^.vi  U^V,  cos  (U, ,  V^  )    par    sa 
v;deiir  tirée  de  (2!,  on  a 

(3)       \m\'f  —^m\:  =:2///U,-  —  i^mU,„V,   cos(U,„,  V,  \ 

Cette  équation  (3)  donne  l'équivalent,  pour  le  mouvement  relatif, 
de  ce  qu'est  le  théorème  de  Carnot  pour  le  mouvement  absolu.  On 
voit  que,  dans  un  choc  entre  corps  dépourvus  d'élasticité,  la  perte  de 
force  vive  relative  est  encore  égale  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  re- 
latives perdues  ou  gagnées  par  les  différents  points,  moins  un  ternie 
de  correction  qui  est  égal  à  la  soinnie  des  doubles  produits  des  quan- 
tités de  mouvement  perdues  par  rapport  aux  autres  composantes 
V,„  par  les  projections  sur  ces  vitesses  perdues  des  vitesses  relatives 
linales  V^  - 

Si  les  autres  composantes  V,„  répondaient  aussi  à  des  déplacemenir^ 
virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  du  système,  et  que  par  rapport  à 
elles  seules,  les  points  de  contact  eussent  aussi,  après  le  choc,  des 
vitesses  égales  dans  le  sens  de  la  normale  conimiMH'.  on  aurait  de 
même 

' ■'»)  2'"  ^'"'  ~  2'" ^''"  ="  2'" ^'■"  ~  ■'•■  2"'  ^''  ^'"'  ''"'^ '  •■'"  ^'"', )• 

Les  équations  (i),  (3),  ^4  expriment  tuiites  la  nieuie  propriété,  car 
on  peut  les  déduire  les  unes  des  autres.  Elles  supposent  seulement  deux 
conditions  essentielles:  l'une  que  les  vitesses  V^  sont,  pour  chaque 
point,  comjiatibles  avec  un  même  déplacement  virtuel  du  système: 
ensuite,  qu'après  le  choc  et  en  ne  tenant  compte  que  de  ces  compo- 
santes, les  vitesses  du  point   de  oonta<l   estimées  suivant  la  normal»' 

41. 
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commune  soient  égales  pour  les  deux  corps.  Nous  exposerons  plub 
loin  comment  l'on  peut  satisfaire  d'une  manière  très-générale  à  ce.s 
deux  conditions,  entre  deux  corps  solides,  soit  complètement  privés 
d'élasticité,  soit,  au  contraire,  parfaitement  élastiques. 

En  supposant  ces  deux  conditions  remplies ,  on  voit  que  la  perte  de 
force  vive  relative  peut  avoir,  dans  certains  cas,  la  même  forme  que 
la  perte  de  force  vive  absolue. 

C'est  ce  qui  arrivera  quand  on  aura 

^OT  U,„  V,^  cos  (IJ,,,,  V,  )  =  o. 

!'.  En  premier  lieu ,  si  V„  =  o,  ou  a  V^  =  V ,  U^  =  o ,  pour  chaque 
point,  et  l'équation  (3)  donne 

Z'"  ^'  ~  2'"  ^''  =  2'"  ^'' 

qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  Carnot. 

-x".  Si  U,„  =  o,  c'est-à-dire  si  les  composantes  V,„  de  chaque  point 
ne  sont  pas  altérées  par  le  choc. 

3".  .Si  les  composantes  V;.  et  V,„  sont  constamment  parallèles  à  deux 
axes  rectangulaires,  cos  (U,„,  V^  )  =  o  pour  chaque  point ,  et 

y^m  \r  -  2]'"  V,-  =  2'"  ^^■ 

4*-.  La  même  chose  a  Heu  si  on  peut  décomposer  la  vitesse  dt 
chaque  point  en  trois  autres  constamment  parallèles  à  trois  axes  rec- 
tangulaires. On  a,  relativement  à  chaque  composante . 

cos(U,„,  V,J  =  o 
et 

5"^'.   Si  \V  =  f)  pour  chaque  point ,  on  a 

^  ?7i  ^  -  =  51'"  ^-^  ■      "^^  ^"  ^^^^  '      L"/  =  \  ^  • 

6'.  Enfin,  li  peut  arriver  que  y  m  L,„  V,  cos(U,„,\V  )  soit  nulle, 
sans  qu"on  ait  Li„  V,  cos  (U,„ ,  V,  )  =  o   pour  chaque  point. 
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Si  le  frottement  n'était  pas  négligeable,  au  lieu  d'avoir 

2'«  UV,   cos  (  U  ,  \r  )  =  <) . 
on  aurait  eu 

^m  UV,  cos  ( U,  V,  )  =  2  '^P'  '-"^^  F '  "^rj,    àt 
2]m  u,  V,  cos  (  U, ,  V,  )  =  -  2)'«  U„,  V,  _  cos  (  U,„ ,  V,^  ) 

puis  enfin  , 

2'«  V,-  ^  2'"  ^•',  =  2'"  L'  -  2  2)'«  ^.n  V.  cos  (U,„,  V,  ) 

VI. 

Avant  de  passer  à  l'examen  des  consétjucnces  qu'on  peut  tuer  île  ce 
théorème  sur  les  forces  vives  relatives,  nous  allons  faire  voir  cjii'il 
s'applique  absolument  de  même  aux  changements  instantanés  de 
vitesse  qui  sont  produits  dans  un  système  de  points  matériels  par  l'in- 
troducfion  ou  la  suppression  brusque  de  certaines  liaisons. 

Supposons  d'abord  que  de  nouvelles  liaisons  viennent  a  être  in- 
troduites subitement.  En  conservant  encore  les  notations  qui  ont  été 
adoptées  plus  haut  pour  la  démonstration  du  théorème  analogue,  pai 
rapport  aux  vitesses  absolues,  on  aura  de  même 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  décomposé  la  vitesse  absolue  V  de 
chaque  point  en  deux  autres  \\  et  V,„,  telles  que  l'une  d'elles,  au 
moins  V^,  réponde  pour  chaque  point  à  un  déplacement  virtuel  com- 
patible avec  les  deux  systèmes  de  liaisons:  celles  qui  existaient  primi- 
tivement et  celles  qui  ont  été  ajoutées  postérieurement.  On  peut  dont 
prendre  pour  dx ,  t?/  et  âz,    respectivement  d,  x, ,  (irjt  et  d,  :,  .  'U 

appelant  -V-'    -^-  ——  les  composantes  de  la  vitesse  relative  finale  \ 

'  '  lit  fit  rit  ' 
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du  point  [x,j',  £  .  L'équation  précédente  devient  alors,  en  divisant 
tout  par  Ht , 

^       r/el.T^         dx,\   drJr,  /dy.         rf  ),  \  d^y,  !  dz„        dzA  drZ,~\  

2<'" I J, "sr ~  'dij'dr  ^  [iiT  "  'tr)  'h  "^  It^  ~ ir )  ^  J  -  "' 

on  ,  ce  qui  revient  au  même  . 

2'«UVr  cos(U,  V^  )  =  o. 

U  étant  la  vitesse  absolue  perdue  par  chaque  point.  La  démonstration 
se  termine  maintenant  comme  pour  les  chocs.  On  déduit  de  l'équation 
précédente , 

2  m  U.  V^  cos  (  U, ,  V,_  )  =  —  21  '"  ^'"  ^'^  ^^^  ( U'"  '  ^ ^  )  • 

Bailleurs,  on  a  directement,  puisque  \V  est  la  résultante  de  \V  et 
de  U, . 

^,n  y;  -^m  V7  =  ^m  U;^  ^  2  ^m  U,  V,  cos  (U„  Y,  ). 

Par  conséquent,  on  a  aussi 

2'"  ^''  ~  2'"  ^'  =  2'"  ^''  ~  ^  2"'  '^''"  ^''.  '^"^  (U-'  V,j. 

C'est ,  connue  on  voit ,  la  même  équation  que  pour  les  chocs ,  et  la 
seule  condition  pour  qu'elle  puisse  être  appliquée,  est  que  les  compo- 
santes Yr  répondent  à  des  déplacements  virtuels  compatibles  avec 
toutes  les  liaisons  du  système. 

<)utre  les  applications  qu'on  pourrait  faire  de  ce  théorème,  pour 
déterminer  les  vitesses  des  différents  points  d'un  système,  immédia- 
tement après  l'introduction  brusque  de  certaines  liaisons ,  on  peut  en 
tirer  aussi  quelques  conséquences  générales. 

En  premier  Heu,  supposons  que,  dans  un  corps  solide  en  mou- 
vement, la  vitesse  Y  de  chaque  molécule  soit  décomposée  en  deux 
autres,  V^  et  Y,„,  telles  que  le  .système  des  composantes  V^  réponde  à 
des  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  existantes,  et 
telles  en  outre  qu'on  puisse ,  par  l'introduction  brusque  de  certaines 
liaisons  convenables,  détruire  toutes  les  composantes  V^  sans  changer 
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les  composantes  V,„;  alors  les  vitesses  V,.  deviennent  nulles  ,  et  les  com- 
posantes V,„  restent  seules  sans  altération.  A  cause  de 

2'«UV,   cos(U,  V,  )  =  o. 
on  a  donc 

2)'«  V,    V„,   C()S(\,    \„,;-    (.. 

D'ailleurs,  V  étant  la  résultante  de  V,  et  de  "V,„,  on  a 

doni: 

Ainsi,  supposons  qu'un  corps  solide  libre  soit  animé  d'un  mouve- 
ment quelconque  dans  l'espace;  on  peut  concevoir  la  vitesse  V  de 
chaque  point  comme  la  résultante  de  la  vitesse  actuelle  de  translation 
M  du  centre  de  gravité  do  ce  corps ,  et  de  sa  vitesse  de  rotation  m  autniu 
d'un  certain  axe  instantané  passant  par  le  centre  de  gravité.  Ou  sait, 
de  plus,  que  si  l'on  venait  tout  à  coup  à  fixer  le  centre  de  gravité,  le 
mouvement  de  rotation  du  corps  continuerait  immédiatement  après 
sans  altération  autour  du  même  axe  instantané;  par  conséquent,  on 
peut  détruire  les  composantes  11,  sans  changer  cj  ni  en  grandeur  ni  en 
direction.  Il  résidte  de  là  que ,  M  étant  la  masse  totale  du  corps  et  A 
son  moment  d'inertie  autour  de  cet  axe  instantané,  on  a 

2]m\"  =  Mu-  +  Am\ 

c'est-à-dire  qu'à  un  instant  quelconque  la  force  vive  du  corp^.  tsl  égale 
à  la  force  vive  due  à  la  vitesse  de  translation  de  son  centre  de  gravité 
et  à  sa  masse  totale,  plus  la  force  vive  due  au  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  instantané  passant  par  le  centre  de  gravité  au  moment 
que  l'on  considère. 

Une  autre  conséquence  du  même  théorème  est  la  suivante.  Dans 
l'équation  générale  des  forces  vives  pour  les  mouvements  relatifs,  on 
sait  qu'il  existe  un  terme  de  correction  qui  est  égal  à 

-2;PmV.r//cos(P„,\V). 
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Dans  ce  terme,  V^  représente  la  composante  qui  se  rapporte  au  mou- 
vement relatif,  et  P„  est  la  force  qui  serait  susceptible  de  donner  à 
chaque  point,  s'il  était  libre,  le  mouvement  dû  aux  autres  compo- 
santes V„.  Cela  étant,  nous  allons  faire  voir  que,  toutes  les  fois  qu'on 
pourra,  par  un  système  de  liaisons  convenable,  détruire  les  compo- 
santes Vr  sans  altérer  les  composantes  V^  ou  vice,  versa,  on  aura 

-  2P'"V.c^«cos(P,„,  \v)  =  '^?,\,„dt  cosfP,,  V,„), 

eu  sorte  qu'on  pourra  former  le  terme  de  correction,  à  volonté,  de 
l'une  quelconque  de  ces  deux  sommes. 

Soient,  en  effet,  u^,  tv,  tv^.  les  composantes  de  V^.,  et  u,„,  v,„,  w,„ 
celles  de  V„,  on  a 


I    r.      T                  ^r>         Ti    '            '■'"'"                   '■'''"1                  '^"■/n 

-  P„\vcos(P,„,  \V,  =   _„,  +  _p,  +  _«,, 

il  .                                                   ,          (du,               dv. 

-dF"" 

=  ^^V,V,„cos(\VV,„)  -  ^^P,V„cos(P,V„). 

1!  résulte  de  là  que 

~^V^\,dt  cos(P,„,  V,)  =  -  SjJ'"^^^^-  ^°s(^'^'  ^''«)] 

et,  comme  VmVrV,„  cos(y^,  "V,„)  =  o,  il  s'ensuit  que 

-  2Pm^V<^«cos(P„,  V,)  =^VrS,^dtco?,^r^,„). 

la  seule  condition  nécessaire  est  que  l'on  puisse,  par  des  liaisons 
convenables,  détruire  un  des  systèmes  de  composantes  sans  altérer 
l'autre,  et  que  ce  dernier  réponde  à  des  déplacements  virtuels  compa- 
tibles avec  les  liaisons  existant  réellement  dans  le  système. 

Par  exemple,  si  on  veut  appliquer  le  principe  des  forces  vives  à 
l'étude  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  libre,  soumis  à  l'action 
de  certaines  forces,  par  rapport  à  son  centre  de  gravité  considéré 
comme  fixe,  le  terme  de  correction  pourra  être,  indifféremment,  et  au 
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signe  près,  on  le  travail  dû  aux  forces  capables  de  donner  à  chaque 
point,  s'il  était  libre,  le  mouvement  absolu  du  centre  de  gravité  et  aux 
vitesses  de  rotation,  ou  le  travail  dû  aux  forces  capables  de  donner  ;< 
chaque  point,  s'il  était  libre,  le  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre  de  gravité  et  à  la  vitesse  de  translation  de  ce  dernier. 

Le  thôorème  qui  a  été  démontré  pour  le  cas  où  on  introduit  brus- 
quement certaines  liaisons  dans  un  système  de  points  matériels  a  un 
analogue  pour  le  cas  où  on  vient,  au  contraire,  à  supprimer  instan- 
tanément certaines  liaisons. 

Ainsi,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  précédenunent,  à 
propos  du  théorème  correspondant  pour  les  vitesses  al)soiues,  on  a, 
en  général, 

2»[r5-5')*-  +  (l=-'è)-îr-(î--|>'|  =  " 

D'ailleurs,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  âx,  6y\  liz  sont  les 
projections  sur  les  axes  coordonnés  d'un  déplacement  virtuel  quel- 
conque, compatible  avec  les  deux  systèmes  de  liaisons  (celles  qui  ont 
été  conservées  et  celles  qui  ont  été  supprimées).  On  peut  donc  prendre 
pour  âx,  ây,  &z,  respectivement,  d^Xo,  d^joi  d^Zo,  en  conservant 
encore  les  mêmes  notations  que  pour  le  cas  de  l'introduction  brusque 
de  certaines  liaisons.  L'équation  précédente  devient  alors 

•^       r/dxo         dxXdrX,  Idya         djr\dry^         jdz,         rfz,  vrf,z/| 

2é'\\-di  -  -dijur ^  {il - -dij^r ^  \-dt  -  iûj-dr\=  "" 

ou 

2)'«UV,  cos(U,  V,)  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^/nU.V,  cos(U,,  V,  )  =  -  2]'«U,„V,  cos(U„,  V,  ). 

On  a  d'ailleurs 

2'«V,^  =2]'"V;  +  2'"U;  -  a^mU.V^  cos(U„  V,  )  ; 
donc 

2;/«V?  -^wV;  =2'"U.*-^22'«U„V,^  cos(U,„,V,  ). 

Tome  XIV.  —  OcToiihE  1849.  4^ 
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VII. 

Nous  avons  fait  voir  que,  quand  il  se  produit  lui  clioc,  on  a 
(,  ;  ^/«UV^  cos  (U,  V,  )  =  o, 

et  aussi 
(2)        y^inVl  -  ^mV^  =2'nU2  -  a2]'"U,„V,  cos(U,„,  V,j. 

Ces  deux  équations  supposent  que  le  choc  se  termine  à  l'instant  où 
les  composantes  V^  sont  égales,' dans  le  sens  de  la  normale  commune, 
au  point  de  contact,  et  que  ces  composantes  V,  soient  compatibles, 
pour  chaque  point,  avec  ini  déplacement  virtuel  du  système. 

Observons  de  suite  que  dans  ces  équations  (i)  et  (2),  il  entre  à  la  fois 
les  points  matériels  qui  composent  les  deux  corps  choquants.  Toute- 
fois ,  il  est  évident ,  d'après  la  manière  dont  elles  ont  été  obtenues,  que  , 
quand  les  composantes  \v  répondront  à  des  déplacements  virtuels 
tels  que,  pour  ceux-ci ,  le  moment  virtuel  de  l'action  mutuelle  N  des 
deux  corps ,  suivant  la  normale  ,  soit  nul  pour  chacun  d'eux ,  ces  équar 
tions  (i)  et  (2)  se  dédoubleront  chacune  en  deux  autres ,  dans  lesquelles 
il  n'entrera  que  les  termes  relatifs  à  l'un  des  corps. 

VIII. 

Nous  allons  maintenant  faire  l'application  de  ce  qui  précède  au  pro- 
blème du  choc  des  corps  solides  dans  les  deux  cas  extrêmes  où  ceux-ci 
sont  privés  d'élasticité  ,  ou,  au  contraire,  parfaitement  élastiques. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  du  premier  cas  ,  et  nous  supposerons , 
pour  commencer,  que  les  deux  corps  soient  entièrement  libres. 

Nous  regarderons  le  ruouven.eiit  de  chaque  corps  comme  déterminé 
a  chaque  instant  par  celui  de  son  point  de  contact  et  par  son  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  l'axe  instantané  qui  passe  par  ce  point. 
Prenons  celui-ci  pour  origine  des  coordonnées,  la  normale  commuiu 
pour  axe  des  z;  puis,  pour  axes  des  ,r  et  des  j",  deux  droites  quel- 
conques perpendiculaires  entre  elles  et  .situées  dans  le  plan  tangent 
commun. 
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Soient,  pour  l'un  de  ces  cor|)S,  «„,  i'o,  i^o  les  composantes  immé- 
diatement avant  le  choc  de  la  vitesse  de  son  point  de  contact,  suivant 
OX,  OY  et  OZ;  soient ,  au  même  instant ,  p^,  (j^  ,  /•<,  les  com[)Osantes 
de  son  mouvement  de  rotation  autour  de  OX,  OY,  OZ.  Soient  it,  , 
^'(  1  w't  ;  Pi  r  7<,  'i  ItiS  mêmes  quantités  aussitôt  après  le  choc.  Dési- 
gnons par  les  mêmes  lettres,  avec  des  accents,  ce  que  sont  les  quantités 
correspondantes  pour  l'autre  corps. 

Pour  appliquer  le  théorème,  nous  ferons  usage  de  l'équation 

1  2'"UV,_cos(U,  V,  )  =  o. 

qui  est  plus  sim|)le  que  l'équation  (a).  Nous  prendrons  pour  V,  .  suc- 
cessivement u,  ,  «',  ,  w,  ;  puis  les  vitesses  qui  répondent  aux  mouve- 
ments séparés  de  rotation ,  autour  de  OZ ,  de  OY  et  dé  OX ,  d'où 
résulteront  six  équations  ;  mais  celles-ci  elles-mêmes  en  donneront 
davantage.  En  effet,  dans  le  déplacement  virtuel  qui  répond  a  «,,  It- 
moment  virtuel  de  N  est  nul ,  d'où  résulte  que  l'équation  (i)  a  lieu  sé- 
parément pour  chaque  corps;  et,  comme  \^  est  alors  facteur  coni- 
niiin  ,  il  faudra  poser,  pour  chaque  corps. 

2wUcos(U,  V,.)=:o. 

La  même  chose  peut  se  dire  relativement  à  i',.  On  aura  donc  quatie 
équations. 

Par  rapport  a  ir,,  l'équation  i  ne  se  dédouhle  pas,  attendu  que, 
pour  chaque  corps  séparément,  le  moment  virtuel  correspondant  de  N 
n'est  pas  nul.  Mais  on  a  de  suite  une  équation  de  plus,  qui  est  «■,  :=  m'',  . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  l'équation  {\  ■  se  dédouble  quand  V^  se 
rapporte  aux  vitesses  de  rotation  autour  de  lun  (quelconque  des  troih 
axes.  D'abord  ,  dans  le  mouvement  de  rotation  autour  de  OZ,  le  point 
d'application  de  N  reste  hxe;  par  conséquent,  son  moment  virtuel  est 
nul.  Quanfl  un  des  corps  tourne  autour  de  OX  ou  de  OY,  sans  glisse 
ment,  le  moment  virtuel  de  N,  quoiqu'il  ne  soit  pas  rigoureusement 
nul.  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  et  négligeable.  Au  reste, 
on  voit  aisément  que  le  théorème  s'applique  à  toutes  ces  composantes 
Vr  ;  car  toutes  répondent  à  des  déplacements  virtuels  compatibles  avec 

4a.. 
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les  liaisons  du  système,  et  pour  chacune  séparément,  les  vitesses  tinale^ 
des  éléments  de  contact  sont  les  mêmes  dans  le  sens  de  la  normale 
commune. 

On  voit  donc  ainsi  que  l'on  aura  douze  équations  pour  détermuier 
les  douze  inconnues  u,,v,,w,;  p,,  '/i  ,  '".  ;  «', ,  ''n"''i;  Pi''jf>  '"'i  • 
Il  s'agit  maintenant  de  les  former. 

Or,  pour  un  point  matériel  du  premier  corps,  d'une  masse  dm  et 
dont  les  coordonnées  sont  jc^  f,  z,  les  composantes  parallèles  à  OX  , 
à  OY  et  à  OZ  de  la  qnantité  de  mouvement  perdue  sont  respecti- 
vement 

[«„  —  M,  +  (^o  —  (i,)z  —  (r„  —  r,)j]r/ni, 
K  —  k^i  +  (''o  —  i\)x—  {po—  p,)z]clm. 
\wo—w,  -h  ipo—  P,)j—  {Ço  —  q,)x\c/m. 

A  l'aide  de  ces  composantes,  il  sera  facile  de  former  les  équations 
qui  se  rapportent  aux  composantes  dans  le  sens  de  u, ,  de  v,  et  de  w, . 
Quant  aux  équations  qui  sont  relatives  aux  mouvements  de  rotation 
autour  des  axes  coordonnés,  elles  ne  seront  pas  difficiles  à  obtenir. 
Prenons  pour  exemple  le  mouvement  de  rotation  autour  de  OZ.  Dé- 
signons, pour  un  instant,  par  X ,  Y,  Z  les  composantes  de  la  quantité 
de  mouvement  perdue  par  dm,  parallèlement  aux  trois  axes.  Si  p  est 
la  distance  du  point  {x,j,  z)  à  l'axe  OZ,  on  aura  pour  ce  point. 

mUV,  cos(U,  V^J 

=  r,  dm  [Zf  cos(Z,  pr,)  -h  Y|&  cos(Y,  pr,)  -h  Xp  cos(X.  pr,)\. 

Or 

cos(Z.  pr,)  =  o: 
puis  on  a 

p  cos(Y,  pr,)  =  ±  X     et     p  cos(X,  pr,)—  —  j. 
Donc 

fml]\r^  cc>s(U,  Y^)  =  ;t  /■,  idin[\x  —  Xj)  =  o, 

ou 

idm{\x  —  Xj)  =  o, 

lors  même  qu'on  aurait  r,  =  o;  car  /,  est  entré  dans  l'équation  primi- 
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tive  comme  représentant  un  iléplacement  virtuel ,  et  ce  déplacement 
peut  toujours  être  pris  différent  de  o,  lors  même  qu'on  aurait  r,  =  o. 

Ces  préliminaires  établis,  il  est  facile  d'obtenir  les  douze  équations 
cherchées. 

On  aura 

lO  J  [  "o  —  ".  H-  (V«  -  Vi  )  z  —  (ro  —  r,  )r  \dm  =  0. 

(2)  /[  ''o  —  "(  -^  ('■»  —  r,,x  —  {p„—  p,)z]dm  =  o. 

I        /['n-M^. -<-  {Po-p,)7  -{flo-'ii)x\dmi 

(  -^  jK,  -  »'\  +  {p\,  -p'i)y-  (vo-'7'i)^']f''«^ 

(4)  ^f,  =  w\ , 

!/  [fy  —  i^,  -f-(/o  — ''(    X  —  l  p„—  p,)z  J  xdin  j 
_  J  [«„  -  «,  -h  {q„  -  </,)  2.  -  (/•„  -  r,)y]rdm  \ 

i         /  [Wu  -  «,  -H  ((/o  -  7,  '/  :  -  (/o  —  '■,  >J  1  ^-^i^/n  1 
[  —  j  [wo—w,  +  {p^  - p,)j ~  uj,,  -  (j^^  x]  3rdm^ 

1       / '"'"  ~  '*''  ■^^^"  ~  ^'  ''^'  ~  ■  Vo-y.)  J;'  J/^'" 
I  —  J  I  fo  -  i'.  +  ('•«  -  '•.)  X  -  (/i„-  ^,)  2]  zdm 

J.,es  cinq  autres  équations  se  déduisent  des  équations  (i  ),  (2),  (5 ,. 
(6),  (7J,  en  mettant  des  accents  au.x  lettres  qui  y  entrent. 

Soient  M  et  iVI'  les  masses  totales  des  deux  corps;  soient  x,  ,  j,  ,  r,  ; 
x\  ,  y, ,  z\  les  coonlonnées  de  leurs  centres  de  gravité.  Désignons 
enfin  par  A,  B,C;  .\',  B',C'  leurs  moments  d'inertie,  par  rapport 
à  OX  ,  0\  et  OZ.  Les  équations  précédentes  deviendront 

(l  .  '<„  —  ".   -^  s.  ('/o-  '/•)  -  J<  [''o  —  '■')  =  <^' 

(a)  ''o  —  ^.  -t-  -^1  1  '0  -  r,)—  z,{po  —  p,)  =  o, 


(«) 


'  ^    *     M'  (m/,  -m/,)  -^M'y,  , Po-p\)-  >I'J?',(«/o -</'.  '  ) 
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[Mx,  u>^—i',)  —  M)-,[ua  —  M,)  +  C(r„-r,)  —  (,/Jo— p.) 


(4) 

(5) 


(6) 
(7) 


/  xzdin  —  (qo  —  f/i)   j  X^dm  =  o, 

Mz,(mo-«.)— Mjt.Cwo— w,)-i-B((7o  — ?.)  —  ('"o— '.) 

Ijrzdm  —  (/7o  —  p^)  \  jrxdin  =  o, 

/  xydni  —  [l'o  —  r,)  j  xzdm  =  o, 

(8)  «;  -  a',  +  2',  («?;  -  9', )  -j',  (r;  -  r,  )  =  o. 

(9)  "o  -  ^'.  +  -^'i  (^'0  -  '■'1  )  -  z'i  (P'o  -  P'i  )  =  O' 

j  M'  x\  («',,  _  t>',  )  -  M'/ ,  (  «;  -«',)  +  C  (r;  -r\)-{p„-p\ 

^^^        I  J^'  s'  dm'  —  {(/,,  —  (j',  ){j'  :^dm'  =  o, 

jM'z',  («;-«',)-  M'x,  (îv;-(v',)+  B'(9; -7,  !-(;■;  -r,) 
f  fj'z'dm'  -  ip\,  -p\  )  jj'x'dm'  =  o, 

{Wj\(w\-w\)-  M'z\  {i>-^-v\)-^A'{p\,~p\)-{ci\,-q\) 
)  j  ^'  y'  dm'  —[r^^—t\)   I  x' z'dm'  =0. 

Telles  sont  les  douze  équations  du  premier  degré  qui  déterminent  les 
douze  inconnues.  Onvoitque,  si  les  axes  coordonnés  sont  les  axes  prin- 
cipaux de  l'un  des  corps,  les  intégrales  l  xjdm,  j  xzdm,  l  yzdm  dis- 
paraissent pour  celui-ci ,  et  elles  seraient  nulles  pour  les  deux  ,  si  ceux- 
ci  avaient  tous  deux  les  axes  coordonnés  pour  axes  principaux  du  point 
de  contact.  Apres  avoir  résolu  ces  équations,  on  aura  facilement  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  de  l'un  des  corps  ,  unmédiatenient  après 
le  choc;  car,  si  x .  j .  z  sont  les  coordonnées  de  ce  point,  les  compo- 
santes de  sa  vitesse  parallèlement  à  OX,  OY  et  OZ  sont 

u,  ^  r/y,  —  J/-,  . 
i',  -^  xi\  —  zp^  . 


PURES  ET  APPLIQUEES.  i:"»:, 

Si  oïl  voulait  appliquer  la  théorie  précédente  au  problème  du  ctioc 
des  corps,  dans  le  cas  de  leiu-  parfaite  élasticité,  il  faudrait  le  décom- 
poser en  deux  périodes  :  Tune  ,  depuis  le  commencement  jusqu'à 
l'instant  de  la  plus  grande  compression  et  qui  se  traiterait  comme  ci- 
dessus  ;  l'autre,  dejiuis  ce  moment  jusqu'à  la  fin,  et  que  l'on  regar- 
derait comme  un  second  choc.  Dans  cette  seconde  période,  on  aurait 
encore  douze  inconnues  et  une  équation  de  moins;  car,  pour  la  fin 
du  choc,  on  n'aurait  plus  w,  =  w\  ,  mais  on  aurait  à  la  plac<'  une 
autre  équation  servant  à  exprimer  que  la  quantité  de  mouvement  per- 
due par  l'un  des  corps  dans  le  sens  de  la  normale  est  la  même  dans  la 
seconde  période  que  dans  la  première;  ce  qui  n'aurait  plus  lieu  si  It-s 
corps  n'étaient  qu'imparfaitement  élastiques. 

IX. 
L'équation 

^m  W^  -  2]'«  V,^  =  2'"  U,^  -  2  2  m  U  ,„  V,    cos  (  U„, ,  V,  ) 

peut  être  appliquée  à  l'étude  des  machines  hydrauliques,  à  l'occasion 
desquelles  on  a  souvent  lieu  de  laire  usage  du  pri)ici|ie  des  forces  vives 
dans  les  mouvements  relatifs.  Elle  permettra  ,  quand  il  y  aura  choc  ou 
changement  brusque  dans  les  liai.sons  établies,  de  connaitre  les  nou- 
velles vitesses  relatives,  sans  être  obligé  de  passer  par  l'intermédiaire 
des  vitesses  absolues,  ainsi  que  la  modification  qui  en  résulte  dans 
l'expression  du  travail  de  la  machine.  Sans  doute,  la  manière  même 
dont  se  comportent  les  fluides  quand  ils  sont  placés  dans  des  circon- 
stances où  des  corps  solides  éprouveraient  des  changements  instan- 
tanés de  vitesse,  fait  qu'ils  ne  les  éprouvent  pas  de  même,  et  que  tout» 
méthode  de  calcul  qui  repose  sur  cette  assimilation  ne  peut  doniici 
que  des  résultats  approximatifs;  mais  cette  cause  d'inexactitude  tient  a 
la  nature  du  fluide  lui-même,  et  toute  méthode  doit  nécessairement 
s'en  ressentir  dans  l'application,  car  il  est  impossible  de  faire  entrer 
dans  les  formules  cette  manière  d'être  des  fluides,  que  nous  allons 
développer  en  quelques  lignes.  Quand  un  fluide  change  brusquement 
de  direction  ,  il  y  a  perte  de  force  vive  ;  la  vitesse  perdue  est  la  compo- 
sante normale  à  cette  direction  finale,  et  la  vitesse  conservée  est  la 
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projection  de  la  vitesse  initiale  sur  cette  même  direction.  C'est  ce  qui 
se  voit  immédiatement,  et  cela  se  conclut  aussi  du  théorème  des  forces 
vives  sur  les  chocs  ou  sur  les  changements  brusques  de  liaisons.  Ce  fait 
se  vérifie  toujours  et  le  théorème  en  question  s'applique  de  même. 
Seulement ,  quand  le  changement  de  direction  ne  se  fait  pas  instanta- 
nément à  angle  vif,  mais  par  une  courbe  ou  un  coude  arrondi  ,  la 
vitesse  finale,  au  lieu  d'être  la  projection  de  la  vitesse  initiale  sur  la 
direction  du  fluide  à  la  sortie,  est  égale  à  cette  vitesse  initiale.  C'est  ce 
qui  résulte  toujours ,  au  reste  ,  des  mêmes  principes  ;  car  ,  à  chaque 
instant,  la  diminution  de  vitesse,  c'est-à-dire  la  vitesse  diminuée  de  ce 
qu'elle  devient  au  bout  d'un  temps  infiniment  petit,  est  égale  à  cette 
vitesse  multipliée  par  le  sinus-verse  de  l'angle  de  contingence  en  ce 
point  de  la  courbe  que  le  fluide  est  obligé  de  parcourir.  Cette  dimi- 
nution est  donc  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  la  diminution 
totale,  c'est-à-dire  la  vitesse  initiale  moins  la  vitesse  finale  est  toujours 
un  infiniment  petit  ;  par  conséquent ,  lavitessefinaleestégaleà  la  vitesse 
initiale.  Or,  quand  un  fluide  vient  rencontrer  un  obstacle  qui  le  force  à 
changer  de  direction ,  les  parties  qui  rencontrent  directement  cet 
obstacle  doivent  bien  changer  brusquement  de  direction;  mais  celles 
qui  sont  à  une  certaine  distance  changent  de  direction  d'une  manière 
graduelle,  ce  qui  diminue  la  perte  totale  de  force  vive  dans  une  pro- 
portion qu'il  paraît  impossible  d'évaluer  rigoureusement. 


PURES  Eï  APPLIQUÉES.  ^'i'] 


SUR    LA    ROTATION    D'UN    CORPS, 

EXTRAIT    D'UNE    LETTRE    ADRESSÉE    A    L'ACADÉMIE    DES    SCIENCES; 
Par  m.  C.G  J.  JACOBI 

[  Comptes  rendiii,  tome  XXIX ,  page  97.  —  Séance  du  3o  juillet  1849  ) 


T>e  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  quelconque,  qiu  u  est 
sollicité  par  aucune  force  accélératrice,  est  susceptible  d'être  résolu 
par  des  formules  nouvelles  si  élégantes  e(  si  parfaites,  que  je  ne  peux 
tn'empécher  de  les  communiquer  à  votre  illustre  Académie.  Ce  sont 
les  fonctions  0  et  H  que  j'ai  introduites  dans  l'analyse  des  fonctions 
elliptiques,  c'est-à-dire  les  fonctions 

0  =  I  —  2  ç  cos  2  a:  •+-  2  fy*  cos  4  x  —  nf  cos  6x  4- . . . , 

H  =  2  \J(jsmx  —  2  yiy'-'sin  3ar  -(-  2  yr/'-^sin  5x  —  2  y^*"sin  7 x-i- 

au  moyen  desquelles  je  suis  parvenu  a  exprimer,  de  la  manière  la 
plus  simple,  les  neuf  cosinus  eux-mêmes  qu'il  s'agit,  dans  ce  pro- 
blème, de  déterminer  en  fonctions  du  temps.  En  effet,  .r  étant  une 
variable  proportionnelle  au  temps,  on  trouve  les  cosinus  des  angles 
qui ,  à  chaque  instant,  déterminent  la  position  des  axes  princi[)aiix  du 
corps,  égaux  à  des  fractions  qui  ont  cette  fonction  0  pour  conuiiun 
dénominateur,  les  neuf  numérateurs  étant,  abstraction  faite  de  iacteur> 
constants,  la  même  fonction  0,  où  seulement  Jc  se  trouve  augmenté 
d'une  constante  imaginaire.  Quel  que  soit  le  degré  d'exactitude  auquel 
on  voudra  pousser  les  calculs,  on  n'aura  guère  a  prendre  plus  de 
quatre  termes  de  ces  séries,  excepté  les  cas  extrêmes.  On  doit  donc 
regariler  ces  cosinus  comme  exprimés  par  des  quantités  finies,  et 
même  par  des  quantités  finies  très-simples.  Si  l'on  veut  résoudre  le 
problème  du  mouvement  elliptique  d'une  planète  par  de  semblables 
toriuules  définitives  qui  ont  le  temps  sous  le  signe  cos  ousin,  on  a, 

Tomi;  XIV.  — Octobre  1849.  43 
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comQie   on  sait,  des  séries   beaucoup  moins  convergentes,    et  des 
coefficients  beaucoup  plus  compliqués. 

La  rotation  en  question  se  compose  de  deux  rotations  périodiques ^ 
et  dont  les  périodes,  en  général,  sont  incommensurables  entre  elles. 
Pour  avoir  une  idée  nette  et  claire  de  ce  mouvement ,  il  faut  supposer 
aux  axes  des  x  tlj,  dans  le  plan  invariable,  un  certain  mouvement 
rotatoire  uniforme,  et  rapporter  la  position  du  corps  à  ces  axes  mo- 
biles et  à  l'axe  fixe  des  c  perpendiculaire  au  plan  invariable.  Or,  étant 
posé 

X  =^  y.  x'  -\-  p y'  -^  yz', 

z  =  rx" x' -^  P"!'-^  7"z', 

les  axes  des  x".  y',  z'  étant  les  axes  principaux  du  corps,  et  les  axes 
des  j:  et  ^,  comme  on  vient  de  dire,  des  axes  mobiles  tournoyant 
imiformément,  avec  une  vitesse  déterminée,  dans  le  plan  invariable, 
les  neuf  quantités  a,  /S,  etc.,  seront  des  fonctions  du  temps  simplement 
périodiques.  Avant  de  donner  leurs  valeurs  en  fonctions  du  temps,  il 
faut  convenir  des  notations  suivantes  : 

Soient,  h  la  force  vive,  /  le  moment  de  rotation  dans  le  plan  inva- 
riable, A,  B,  G  les  trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  des  x' . 
y\  z',  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 

BA  >  /-, 

où  B  est  le  moment  moyen,  .\  étant  le  plus  grand,  C  le  plus  petit. 
Le  module  des  transcendantes  elliptiques  qui  entreront  dans  les 
formules  données  ci-dessous ,  sera 


,  /A— B      fr  —  ci, 


d  ou 


,, Tî  /a  — c       /&h  —  f 

Posons,  comme  dans  mon  ouvrage  sur  les  fonctions  elliptiques, 

K=/ -_,       K'=     /  ,  </=:<? 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^3q 

soit  de  plus  K  —  a  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  dont 
le  sinus  de  l'amplitude,  par  rapport  au  module  complémentaire  /r', 
est 


^  /a(B-C)  .  ,-,  ,,, 


ou ,  étant  mis 

sin  ê 


/A(B-C) 
V  B(A— C)' 


'sin'ê 
Soit  t  le  temps,  el 

u  =  nt  -)-  -. 

T  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  et 


„  =  y/<l: 


■C)(A/i  — /■) 


ABC 

Aux  fonctions  6m  et  Hu  dont  j'ai  fait  usage  dans  les  Fundamerita . 
je  joins  les  fonctions 

e,  (m)  =  0(K  -  m),     h,  ^«)=  H(R  -«); 

de  sorte  qu'on  a 

7    .  H«  /x  H,i«)  I     .  0,  lu) 

V  A  sm  am  m  =  — ,     i/  y;  cos  am  u  =  — i-^,     -rrr  A  am  m  =  — — '-■ 

Cela   posé ,   et  étant  i  =  y  —  i ,    o/«   aurn    le   tahleau  suivant   rfes 
valeurs  fies  neuf  quantités  a,  /3,  etc.. 

0,  (o)  [ H  (k  +  ia)  -t-  H  («  —  ia)]  ,  _  c),  i o  |  H  i h  -|-  m)  —  H  ;«  —  la  j 

2H1  (/«)©«  '  2»H,(ia1ftn 

o  _  _  0  (o)  [ H,  (u  —  ia)  H-  H,  («  +  ia)]  ^,  _  0  (o) [ H, {u  —  ia]  —  H,  >/<  -i-  m)] 

'  2H,(/a)0K  '  "  2»H,(ia)eH  ' 

H  /-J[0(rt-4-fVi)  — 0(tt  — la)]  H  (-H0(M  +  ial-f-0(a  —  ,«;] 

-j  =;     •   ^    ' ,  7'  =  — ____  ■ 

♦  2(H,  i,(a)0«  '  5.  H,  ('i)f>" 

„  _  &{ia)H,u         -„  _  0,  iVi)  H  u         .  ,  _  H  ('"^  01  ("j 
H,  (iVi)0«'       '  H  ;/«)©«'       '  /H,(/n)e« 

4:1. 
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Les  composantes  de  la  vitesse  rotatoire  instantanée  parallèles  aux 
r ,  y,  z  sont  : 

.    H  |-|  [«,(«  — ia)-l-0,(«H-'a)]  H  (-)  [0,(«  — /<2)  — 0,  (« +(Vi)] 

^  2H,uV7)0K  '      ■'  2fH,(îfl)0«  '        S"' 

OÙ 


^/[(B-C)(B/^-/^}] 

Le  tnonvHinent  rotatoire  du. pian  invariable  est 

n' u  ^^  n'[nt  -+■  r), 
on  la  constante  n'  est 

1       r  _,  (t  log  H  'ia)  ,   d  log  0  (/aj  j 


«'  =  i^[< 


*     * 


Mettant 


aK  aR 


ou  è  <  1 ,  on  aura 

-  [0   («-f-(Vï)+0  {ii  —  ia)]=  1  — 9'-*(i-t-(/-*)coS2.t -i-y*~='(H-  ^•'■)cos4.ï;  — ••■ 
^[0  (tt-i-ia)  — 0  (k — ya)]=ç'-*(i  — 7'')sin2j:  —  9'-=*(i  — 7'*)sin4  ï-I-  .  •    , 

7--* 

-  [H  («-(-(«)  + H  (j/  — («)]=: 9 •♦     2    [(,_}.ç«)sinx  — 7=-*(i+ ^'jsinB-c-i-.  *], 

—  [H  («-4-/Vj)  — H  («  — /fl)]  =  7<     ^    [(i  —  9*)cosj:—^-'-*(i  — 9  '')cos3.r -<-...], 

-  [H,{h  — i«)-hH  (tt  +  /V7)j  =  9'^     ^    [(i  +  7*)cos  f-H9'-'(i  +  7 ')cos3  t -1-  ,.',. 

—  lH,(tt— /a)H-H,(K  +  /«)]  =  9'     ^    [(i— 7»)sin:c-!-qr'-*(i  — </"'.  sin3  ■  - 

-  [0,  («— irt)  +  0,  ;«-^ /«}]=:  I  -H9'-''(l+  9'*)c0S2.r  +  r/— •*  (l-)- </'*)  cos4''  +  • 

—  [0,  {ii  —  in)—®,  {«-4-;fl)]=r  4f'-'(i  — f/'*)sin?.r-|-  «y— -'{i—  y")cos4  ''  ^ 


PURES  ET  APPLIQUEES.  i^i 

Dans  les  deux  preaiieres  et  les  deux  dernières  formult-s,  les  pre- 
miers termes  qui  suivent  ceux  qu'on  a  écrits,  sont  de  l'ordre  de  la 
quantité  ç'""";  dans  les  autres  formules,  ces  termes  sont  de  Tordre  de 
la  quantité  ç'"**:  ceux-ci  ajoutés,  on  n'aura  rejeté  que  les  termes 
respectivement  de  l'ordre  des  quantités  ç'*-«'  et  ç'*~'*.  En  mettant  ou 
b  =  o  ou  j:  =  o ,  on  aura  le  développement  des  autres  fonctirms  c\ui 
entrent  dans  les  formules  établies  ci-dessus  On  a,  d ailleurs 

Si  la  quantité  q  et  le  module  k  sont  très-proches  de  lunite,  ou  se 
servira  des  formules  suivantes,  par  lesquelles  le  module  se  trans- 
forme dans  son  complément,   et,  par  suite,  la  quantité  q   dans  la 

quantité  extrêmement  petite  q' ^=  e'°*^. 

0  [u  -^  in)  =  igE[u  —  i  K'  —  a)]  =  ^H,(rt  —  iu,  k' 
=  g"e,[a  +  i{K-u),k'], 

H  (//  ■+-  ià)  =  ig  ©  [u  —  «  (K'  —  a)]  =  /g'  H  («  —  m ,  k'  ) 
=  g"e[a-i-i{K-u),k'], 

H,  (u  -f-  ia)  =  ge,[u  —  i{K'—  a)]  =  g'e  {a  -  iu .  k' \ 
=  -  ig"}i[a-f  HK  -  m),  k'], 

e,  [u  +  ia)  =  gH,[u  -  /(K'  -  a)]  =  g'O.^t  -  /m,  AM 
=  g'H,[/î  -  /(K  -  ?/  .  k\. 


g 


H  r=  e     î*^ 


,  /  n.  .  i;  V  .  \"  -t-  '<» 


v/l 


e    ^ 


KK' 


Par  cette  transformation,  les  formules  perdent  leur    laracien   pe^-io 
dique,   comme  cela  est  bien  propre  à  un   mouvement   de  rotation 
extrêmement  lent  et  dont  la  période  est  d'une  durée  quasi-intinie. 
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On  peut  aussi  développer  les  neuf  cosinus  a,  j3,  etc.,  en  séries  pé- 
riodiques très-simples  et  assez  convergentes  encore,  quoique  dépour- 
vues de  cette  convergence  extraordinaire  dont  jouissent  le  dénomina- 
teur et  les  numérateurs  de  leurs  valeurs  fractionnaires  données 
ci-dessus.  On  parvient  à  ces  développements  en  partant  de  ces  frac- 
tions et  en  se  servant  des  formules  suivantes  : 


\9    +?  /L(.-r-)(.- 


2  H  {ia)  &  Il 
7.x  q^    \  —  q']  sin  4' 


î'^J         (l-î'-'jll-?*-^) 


(3)  H,(o)e(o)0,  o)— i ',.  ,^  ■ 

— -(/7~*i    n^fï    V^?('— ?)sinx       ,     ^/^^(i  — 7»)sin3x  ] 

-  \?     +9  /L(,_ç.-^)(,_^.^)  ■(,_,. -6, (,_,.^, +  --J • 

(4)  H,io)0(o)0. fo)  — ^ '..  ,   ' 

< 5^  H  Ao  0 ^o)  0,  (o)  — ^ — 3g  ,,„,e„ 

o)  H,(o)0(o)0,  (o^ — ^ '  ,.  .J 

_  I     ~^''       „^'^)\     V'9'i  — ?)sinj            \/qHi-i-q')&in3x     ^          j. 
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(7/  H,(o)0(o)e,(o) 


2 H,  lia)@u 


■W  -^7       /L(,-H7-*)(,-,-^>-*)7(,4-r/'-*^(l  +  ry-*)"^--J' 

(8)  H,  (o)  0(o)  0.  (o)  «.('--';^} -'->.("  +  ->') 

^  '  \    /      V    /     '  V    /  2,u^  [ia)&ii 

(q)      H,  (o)  0,(0) — —  = cos &m  u  =  ^^-^ 1- 22-1: ^  .... 

^^'  ^    '      '  ^    '     en  jr  1  +  7  i-L  7 

(10)       H,  (o)0,  (o);—  =  —  sinam  «  —  i^-i h  î-li ; (-.., 

(il       0(0)0,(0)  -!~^  —  —  Aain  /<  =n-  ï-i t-ii ^î ... 

^  ^  '     '  ^  '    &u  Tx  I  -f-  7'  1-)-  7' 

Quant  aux  facleiirs  constants  [jar  lesquels  il  faut  uuiltiplier  les  toi- 
niules  précédentes  pour  obtenir  les  valeurs  des  neufs  cosinus,  j'observe 
qu'on  a 

Q('")  ^  .  /^       >         -i/^i  /\(r-c/i) 

a,{ia)         y  ^    cosain(M}        Vx    V    (A  —  C) /' * 

e,  (/a)  _  j_  A  am  (/a)    _    1        /B(/»— CA) 
H, (/a)  ~7**=o**'n("')  "~  7?  V    l'B-C)/^  ' 

H  (<a)    _  \fP  tang  aiii  (la)  _     -      /C(kh  —  1-) 
/H,  (/a)   ~  ;  "~  ^  '*'  V     (A  —  C)  /^  ' 

Les  formules  (1)  et  (8)  sont  nouvelles  et  d'une  grande  importance 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  j'ai  remarqué  ailleurs  que. 
par  leur  moyen,  on  parvient,  de  la  manière  la  plus  aisée  et  la  plus 
directe,  aux  formules  de  la  transformation  inverse,  vu  qu'en  faisant 
usage  d'autres  méthodes,  on  a  quelque  peine  à  déterminer  les  lacteur> 
constants  qui  entrent  dans  ces  formules. 

On  trouvera  des  séries  analogues  pour  les  valeurs  des  <ix  quantité». 

1,     i.,     1,     PI,    1,     IL, 

a"'       a"'       p"'       p"'      y"'       -/'' 
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ou  pour  Jes  tangentes  des  angles  que  les  pi  ojections  des  axes  des  x' , 
y' ,  z'  sur  les  plans  des  x,  z  et  des  y,  z  forment  avec  l'axe  des  z. 

Mais,  pour  les  recherches  analytiques,  il  conviendra  presque  tou- 
jours de  faire  usage  des  formules  fractionnaires  par  lesquelles  on  a 
exprimé  les  cosinus  des  angles  des  deux  systèmes  de  coordonnées.  Ces 
formules  remarquables  pourront ,  dans  le  problème  de  la  rotation , 
servir  de  point  de  départ  à  des  recherches  analogues  à  celles  que 
M.  Gauss  a  entreprises  dans  son  Traité  sur  le  mouvement  elliptique 
et  hyperbolique. 

Les  mêmes  formules  donnent  une  nouvelle  manière  d'exprimer  les 
neuf  cosinus  des  angles  de  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  par 
trois  quantités.  Ces  quantités  sont  ici  les  deux  arguments  u  et  a,  et 
le  module  k;  oi! ,  si  l'on  veut,  les  quantités  x,  h.  q. 
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THESE  DE  MÉCANIQUE 


Sur  kl  propagation  du  sou  dam  un  milieu   indéfini  homogène 
dans    l  état   d  é<juilibre  ; 

Par  m.  Th.  DIEL  . 

Professeur  de  Malhc-maiiques  supérieures  au  Lycée  de  Dijon 


J'ai  pour  but  d'exposer  la  théorie  uiatheiiiatique  des  tiiouvements 
vibratoires  par  lesquels  le  son  se  propage  dans  un  gaz  homogène 
indéfini. 

Poisson  en  a  tracé  l'histoire,  avec  la  supériorité  de  vues  qui  le 
distinguait,  dans  le  premier  des  Mémoires  ou  il  l'a  traitée  (xiv' cahier 
de  V École  Polytechnique).  Cependant,  je  me  propose  de  rappeler, 
dans  un  résumé  rapide,  la  part  des  savants  illustres  qui  ont  ouvert  la 
voie,  et  d'indiquer  les  perfectionnements  dus  à  Poisson.  Il  est  revenu, 
comme  l'on  sait,  à  diverses  époques,  sur  cette  importante  théorie,  et 
n'a  pas  moins  amélioré  ses  premières  idées  et  ses  premières  méthode»- 
de  calcul  que  celles  de  ses  devanciers. 

§  1". 

Equatiotu  du  problème.  —  Calcul  de  V intégrale  de  l'équation  unique 
à  laquelle  on  les  ramène. 

1.  Les  équations  générales  du    mouvement    d'un   fluide   sont    au 

Tome  XIV.  —  Octobre  1849  H 
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nombre  de  quatre , 

/y  du  du  du  du\  dp 

'     \  dt  dx  dy  dz  )         dx' 

/_,  dv  dv  dv  dv  \        dp 

K  \  dt  dx  dy  dz]        dx     t   j^, 

^^'  ]      ly   _dw  __  dw  _  dw  _  div\_(^     ' 

[  '    \  dt  dx  dy  dz  )        dz 

dp  d.ùu  d.f-v  d.otv 
dt             dx              dy  dz 

dont  les  trois  premières  s'obtiennent  en  mettant  les  forces  perdues 
dans  les  équations  générales  d'équilibre,  et  la  dernière  par  la  condi- 
tion que  le  fluide  reste  continu  pendant  le  mouvement.  On  doit  y 
joindre 

,    ,  dx  dv  dz 

\     '  dt  dt  '       dt 

Les  équations  (i)  contiennent  cinq  inconnues,  u,  v,  w,  p  et  f.  ;  donc, 
elles  ne  suffisent  pas  pour  les  déterminer.  Mais  on  peut  obtenir  une 
relation  particulière,  c'est-à-dire  différente  pour  chaque  nature  de 
fluide,  entre  la  pression  p  et  la  densité  p,  lorsque  la  densité  n'est  pas 
supposée  constante.  Si  elle  l'était,  cela  réduirait  à  quatre  le  nombre 
des  inconnues,  et  les  équations  (i),  dont  la  dernière  deviendrait 

du  dv         dw 


,       ,       ,       ,       .      ^  O  . 
dx  dy         dz 


seraient  suffisantes. 


2.  fjorsqu'on  admet  cpi'il  n "y  pas  sensiblement  de  calorique  perdu 
ou  gagné  par  une  portion  quelconque  d'un  gaz,  pendant  la  durée  des 
mouvements  vibratoires  par  lesquels  le  son  se  propage  dans  ce  gaz 
que  nous  supposons  homogène  dans  l'état  d'équilibre;  qu'on  repré- 
sente par  po  la  pression  et  po  la  densité  de  cet  état,  par  c  et  c'  les 
capacités  calorifiques  à  pression  constante  et  à  volume  constant  [**J, 

[*]  Toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  ces  équations  ont  les  significations  qu'on 
leur  donne  ordinairement  dans  rhvdrodvnamiquc. 

[**]  -  =  1,3748,  d'après  les  expériences  de  MM.   Gav-Liissac  et  Welter. 
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et  qu  on  pose 

(3)  P  =  f5o('  —  <?■' 

de  sorte  que  —  ^o<^  so'^  's  variation  que  la  densité  éprouve  quand  le 
gaz  passe  de  la  pression  p„  a  la  pression  p:  la  relation  dont  je  viens 
de  parler  est 

(4  p=po{i-p^)n. 

."5.  Afin  de  pouvoir  rigoureusement  considérer  le  gaz  comme  homo- 
gène dans  l'état  d'équilibre,  il  faut  faire  abstraction  des  forces  exté- 
rieures. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  propagation  dans  l'air, 
il  ne  faut  pas  avoir  égard  à  la  pesanteur  ,  et ,  en  outre,  il  est  nécessaire 
de  supposer  la  température  uniforme  :  cela  réduit,  sans  doute,  le  pro- 
blème a  une  pure  abstraction;  mais,  avec  un  peu  de  réflexion,  on 
voit  que  les  circonstances  écartées  ne  sauraient  avoir  une  grande  in- 
fluence, et  l'expérience  a  même  démontré  que  cette  influence  est  à 
peu  près  nulle  sur  la  vitesse  de  propagation  Ju  son. 

Si  Ion  néglige  donc  les  forces  X,  Y,  Z.  et  les  produits  deux  a  deux 
des  quantités  u  ,  i>,  w,  c.  et  des  dérivées  partielles  des  trois  premières, 
toutes  ces  quantités  pouvant  être  considérées  comme  très-petites  dans 
le  mouvement  dont  il  s'agit,  on  obtient,  par  les  équations  (i),   '3) 

et  (4), 


^5i 


f*]  On  l'obtient,  par  un  calcul  tlementaire,  en  concevant  que  le  gaz  pa$$o  dv  pre- 
mier eiat  au  second  : 

i".  Par  une  variation  de  température  au  moyen  de  laquelle  la  pression  deviendrait  //. 
sans  que  le  volume  ni  la  densité  changent; 

2-.  Par  une  seconde  variation  de  température  qui  conduise  .i  celle  du  second  eiai . 
sans  changement  dans  la  pression  p 

On  néglige  d'ailleurs  les  quantités  tn-s- petites  p.ii  rapport  a  e,  romnie,  par  exemple, 
les  puissances  t%  etc. 

44- 


du            j  rfc        dv           j  dff 

di~  "   Z-'     dt~^  Ih' 

du-               dis 

dF  =  ''  d^ 

[de        du        dv         dif 
dt         dx        dy          dz 
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en  remplaçant  —  -,  par  à-,  et  ce  système  fera  connaître  u,  y.  iv  et  c  ; 
les  équations  [i')  et  (4  )  donnei'ont  ensuite  p  et  p.  Quant  aux  coordon- 
nées d'une  molécule,  qui  seraient  Xq,  Jq,  z^  pour  i  =  o,  on  en  obtien- 
drait les  valeurs  à  la  fin  du  temps  t  par  l'intégration  des  équations  (2) 

4.  On  voit  facilement  que  les  trois  premières  équations  5)  pour- 
raient immédiatement  être  intégrées  par  rapport  à  Z ,  si  7  était  la  déri- 
vée, relative  à  cette  variable,  d'une  certaine  fonction  de  x,  y,  z,  t. 
Or  on  peut  admettre,  sans  restreindre  la  question,  qu'il  en  est 
ainsi ,  et  poser 

^  a-  dt 

o  étant  telle,  que  —  ^  -redevienne  pour  ?  =  o  la  condensation  qui 
aura  été  initialement  produite  en  lui  point  quelconque. 

La  substitution  de  cette  expression  au  lieu  de  c-,  dans  la  première 
équation  (5  \  suivie  de  l'intégration  relative  à  t,  fournit 

'  '  dx  dy  dz 

en  désignant  par  U,  V,  W  trois  fonctions  arbitraires  de  x,j,  z  seule- 
ment; et  la  dernière  équation  (5)  devient 

en  posant 

La  solution  liu  problème  se  trouve  ainsi  ramenée  au  calcul  de  l'in- 
tégrale complète  d'une  équation  à  dérivées  partielles;  et  je  vais  main- 
tenant exposer  un  des  procédés  qu'on  peut  employer  pour  parvenir  à 
cette  intégrale. 

5.  Si  l'on  connaissait  une  intégrale  particulière  o  =  9'  de  l'équation (8), 
et  l'intégrale  générale  9  =  91  de  l'équation 

(9)  ^=«'(^  +  ./r^-^Trfj' 
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on  eu  déduirait  rf  —  f'  -h  (p,,  qui  serait  T intégrale  coiuplete  de  (»);  car" 
cette  valeur  deç  la  vérifierait  évidemment,  et  contiendrait  deux  fonc- 
tions arbitraires  des  variables  x,  j,  z. 

Or  on  obtient  une  expression  de  '^,  appropriée  à  la  discussion  du 
problème,  au  moyen  de  la  formule  de  Poisson, 

- —    /       <^t|/    /      F(«cos5 -t- /rtsin5siin{< -•- /sm5  cosii)bni5r/$, 

qui  a  été  démontrée,  en  dernier  lieu,  d  une  manière  aussi  sunple  que 
rigoureuse,  par  M.  William  Roberts  [*];  et  cette  expression  de  '^,  sert 
à  trouver  celle  de  9'. 

6.   Calcul  de  9,  [**].  —  Je  pose  d'abord 

<p  =  sin(a.r  +  ^j  +  yz  -h  ât  -f-  uj. 
a,  |5,  -y,  u  étant  des  constantes,  et  je  substitue  dans  l'équation  (cji  les 
valeurs  de  -y^»  -j-j^  etc.,  qui  résultent  de  cette  bypotbése;  cela  donne  , 
entre  les  indéterminées  a,  /S,  7  et  c?,  l'équation  de  condition 
(A)  S^^a'i'x^  -+  [i'-hf). 

Soient  c?  et  —  t?  les  valeurs  de  c?  qui  la  vérifient ,  l'expression 

y  =  sin(aj:  +  ^j  +  yz  -i-  ùt  +  u)  —  sin(ajc  +  ^y  -^-  yz  —  ât  -+-  u) , 

qui  revient  à 

çp  ==  acos(aa'  +  ^jr  -+-  yz  -h  u)  sin  ât, 

vérifiera  l'équation  (9).  Mais  on  trouve  facilement 
usinât  =  &t  1     cos{iâtX)dX; 

[*  ]  Journal  de  M.  Lion  ville,  année  1846. 

[**]  D'après  la  signilication  physique  de  la  fonitioii  y,  elle  est  périodique  ou  Indé- 
finiment décroissante  ([uand  t  augmente  ;  il  est  donc  naturel  de  prendre  une  fonction 
circulaire  ou  une  exponentielle  ,  pour  avoir  une  solution  particulière  de  l'équation  (g  , 
et  c'est  cette  dernière  forme  que  l'on  a  préférée;  mais  il  résulte  du  calcul  indi(|ue  dans 
ce  numéro,  (ju'on  parvient  au  même  résultat  par  l'emploi  d'une  fonction  circulaire. 
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et,  en  ayant  égard  à  la  condition  (  A;,  on  a 

f    cos{StV)d'k=:—  f     d'j  Ç    cos[a;(7COs6  +  (isin6sini-f  asin5cos4/)]sinerfe, 

d'après  la  formule  de  Poisson;  donc,  cette  solution  particulière  peut 
être  mise  sous  la  forme 

a=  —  cos(a.T-i-py-hvz-+-v)  I        d-Sj  j      <-os[cr(7  cos6 -^  (îsin  6  sin -1--I- a  sin6  cos  ■]<)]  sin  S^S . 

Si  l'on  fait  entrer  t  cos(aj:  -^fij-\-yz-h  u)  sous  le  double  signe  d'in- 
tégration, puis  qu'on  remplace  Je  produit  des  cosinus  par  une  somme  , 

et  qu'on  supprime  le  facteur  constant  j^-  qui  est  inutile,  elle  devient 

Xi-         r- l       cosl'afj:H-afsin6cos-i)-i-Ê(j--t-afsin6sini^  -!-7(3-f-afcos6)-l-y]l 
rf-i   I      !  -,}  'sinSrfç. 

■  J^     I -t-cos[a(afsin6cosi— j:)-+-p(a«in6sin-4/— 7)-!-7(afcosG — z)  —  v]J 

Or,  ({(  et  5  étant  considérés  comme  les  deux  angles  qui  déterminent 
la  position  d'un  point  situé  sur  la  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  de 
longueur,  et  ayant  pour  centre  Torigine  des  coordonnées  x,  j,  z, 
chaque  valeur  d'un  des  deux  cosinus  qui  sont  ajoutés  dans  l'expres- 
sion précédente  est  multipliée  par  l'élément  correspondant  sinôfYôrfi^ 
de  la  surface  de  cette  sphère;  mais,  pour  des  éléments  diamétralement 
opposés,  la  somme  des  valeurs  de  5  relatives  à  ces  éléments  est  -,  et 
la  différence  de  celles  de  di  est  également  tt;  donc,  les  deux  cosinus 
dont  il  s'agit  sont  égaux .  et  il  en  est  de  même  des  produits  respectifs 
par  sin  BdBd'i^'^  par  conséquent,  on  a 

a)     o=  I        dit  \      cos[a(j"-Hrt?sinecos-i!-<-pir -t-«'fS'n6s'niî')-f-7(z+af  cose)-|-ujrsin  erf«, 
Jq  Jo 

en  prenant  la  moitié  de  la  valeur  (ri). 

Soient  maintenant  (a.,,  |5,,  7,,  v,).  (aj,  p2,  72,  Uo"),  etc  ,  autant  de 
systèmes  de  valeurs  qu'on  voudra  des  arbitraires  a,  p,  7,  u) ,  et  y,, 
Oj .  etc. ,  les  valeurs  correspondantes  de  o  données  par  la  formule  (12); 
il  est  évident  que  l'expression 

(r  3)  9  =  M,  9,  -h  Mj  ?.j  -)-  . . .  -h  M„  9„  -t-  . . . , 
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composée  d'un  nombre  indéfini  de  termes,  et  dans  laquelle  M,, 
Mj,  etc.,  sont  des  constantes  arbitraires,  sera  encore  une  solution  <lt 
l'équation  (g). 

Donc,  P  désignant  une  fonction  ck-s  trois  binômes 

(A)  X -(-a<sin9cos(|/  =  x',    j +  (Hs'mQ  !i\rn!^=  y\    z -^- at  cou 6  =  7' , 

susceptible  d'être  développée  en  une  série  de  la  tornie 

'M,cos{rx,x'-hfi,j-'-\--/,  z'+u,)  +  M,cos(aiX'-)-/3,j'+y2z'-»-  Uj)-!-.... 

au  moyen  d'(nie  détermination  convenable  des  coefficients ,  mais  du 
reste  tout  à  fait  arbitraire ,  on  a 

(i4)  '■?=    f  ^  d<l^  r  i'tsinede, 

pour  une  intégrale  qui  n'est  encore  que  particulière,  attendu  qu'il  u'v 
entre  qu'ime  seule  fonction  arbitraire  de  .r,  j^,  z. 

Cela  posé,  il  suffit  de  remarquer,  pour  avoir  enfin  9,  que  la  dénvt^ 

de  l'expression  (i4)>  p'ise  jjour  9  ,  vérifie  aussi  l'équation  (q),  quelle 
que  soit  P,  puisqu'oti  en  tire 

dt  ,1  dt  dt  dt    I 

de  \,    rf.r'  dy'  dz'     / 

qui  se  réduit  évidenunent  à  une  identité  pour  les  mêmes  valeiu's  de  '■^ 
que  (9).  En  effet,  si  l'on  ajoute  cette  dérivée  avec  l'expression  (i4j 
de  ç  ,  après  y  avoir  mis  des  signes  différents  F  et  y  de  fonctions  arbi- 
traires des  binômes   A),  on  a 

(i5)    <p.  =  A  /'^'^'i'  /*"  F<sin9(/9-(-  hjt'  f'" '^'^  f   /tiiin9<i5. 

qui  satisfait  aux  conditions  de  contenir  deux  fonctions  arbifrair^h  d(> 
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variables  indépendantes  x,  j,  z,  et  de  vérifier  l'équation  (9),  dont 
elle  est  conséquemment  l'intégrale  complète  [*]. 

7.  En  représentant  par  dw  rélément  sin  ÔdSdfli  de  la  surface  de  la 
sphère  décrite  de  l'origine  pour  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité 

de  longueur,  et  par  V  une  somme  s' étendant  à  tous  les  éléments  de 

cette  siu'face ,  la  formule  précédente  prend  la  forme  plus  concise 

Si  l'on  V  fait  ?  =  o ,  on  a 

9.  =f{^y  J'Z), 


2^«  =  4'T. 


D'ailleurs,  on  en  tire 


que  <  =  o  réduit  d'abord  à 

dt  4' 


'"    i^2[(F)»  +  »(f)Jrf", 


en  marquant  par  l'indice  o  qu'il  s'agit  des  valeurs  de  F  et  —  corres- 
pondantes à  /  =  o;  mais  on  a 

en  suivant  la  même  notation,  et  (^j  ,  (3-;)  >  (¥)    ne  contiennent 

[*]  J"ai  multiplié  par  y — 5  comme  on  fait  toujours,  afin  de  simplifier  les  expressions 
de  o,  et  de  -^  correspondantes  à  f  =:  o. 
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plus  les  angles  $  et  il/  ;  donc 

et,  comme  il  y  a  une  intégrale  qui  est  nulle  dans  chacun  des  produits 
de  deux  intégrales  placés  entre  les  accolades, 

par  conséquent, 

pour  /  :=  o. 

8.   Calcul  de  <f'.  —  En  différ  en  liant  l'équation  (8)  par  rapport  à  t . 
et  remplaçant  -y-  par  p,  on  parvient  à  l'équation 

qui  a  la  même  forme  que  (9),  et  de  laquelle  se  déduit,  au  moyen  de 
la  formule  (i5),  l'intégrale  particulière  de  (8)  désignée  par  ç'. 
A  cet  effet,  on  peut  poser 


/=  Ç  pdt, 

t/O 


ce  qui  astreint  ç'  à  être  nulle  pour  «  =  o,  quelles  que  soient  x . y,  -; 
de  sorte  que  les  dérivées  de  tout  ordre  de  9'  relatives  ^a  x  ,)\  z  sont 
aussi  nidles,  et  que   l'on  doit  avoir 

dp  d'à'  ,,,  , 

dl=     rfF   =    ^(•^■^■'    -)'    P""''^=''' 

d'après   l'équation   (8). 

La  formule  (i5),  appliquée  sous  ces  conditions  à  l'équation  (17), 
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fournit 


11 


fêtant  une  fonction  arbitraire  des  binômes  (A),  et  W  la  fonction  du 
second  membre  de  l'équation  (8)  où  ces  binômes  remplacent  x.  j\  z; 
puis,  ç'  se  déduit  de  cette  valeur  de  p ,  en  l'intégrant  depuis  o  jus- 
qu'à t  après  l'avoir  imdtipliée  par  r/t ,  ce  qui  donne 

{içf)f'=j^f      dd>  j     f.ts'mSdS-h^l    tdt  i       dhjW^môdS. 
9.   On  a  enfin,  comme  je  l'ai  annoncé  au  n"  3, 

^  r    tdt  C'    d^  f^  W  sin  5  dS 

par  l'addition  des  formules  (i 5)  et  (19),  et  en  mettant  F  au  lieu  de 
F  -I-  f ,  attendu  que  cette  somme  revient  à  une  fonction  arbitraire 
seulement. 

On  peut  écrire  plus  simplement  cette  intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (8),  en  faisant  usage  de  la  notation  déjà  employée,  sous  la  forme 

10.  La  fonction  ç,  qui  a  été  astreinte,  quand  elle  a  été  introduite 
dans  notre  analyse  (n"4),  à  une  première  condition  particulière,  peut 
encore  être  assujettie  à  une  seconde  condition ,  comme  celle  d'être 
nulle  pour  <  =  o,  quelles  que  soient  x,  y,  z;  de  telle  sorte  que  ses 
dérivées  partielles,  relatives  à  ces  trois  variables,  seront  en  même 
temps  nulles,  et  que  U,  V,  W  seront,  d'après  les  équations  (7),  les 
valeurs  initiales  de  u ,  i',  w. 

Cela  entraîne  y  =  o,  et  les  formules  120)  et  (21)  se  réduisent  à 

(22)9  =  7^  f     d'^  f    F.tsinQd9-h^  f  tdt  \    \î<h  f\.sin6de, 
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et 

(23)  (p  =  ±.^(tF  ^   f\.tdt\(ii,i, 

dont  l'une  ou  l'autre  donne 

J=F(j:,jr,  r)      pour     t  =  o. 
et,  par  conséquent, 

'7=  -,F(x,  y.  z\ 

à  la  même  époque. 

Cette  valeur  de  çi  n'aurait  d'ailleurs  aucun  sens,  quant  au  problème 
de   la   propagation  du  son,  si  les  expressions  des  dérivées  partielles 

ji>  -p'  ■  ■  ■■,  cessaient  d'avoir  des  valeurs  très-petites  l'n"  3). 

§   " 
Discussion  de  l'intégrale  [i-k).  —  Lois  quelle  jnurnit. 

W.  La  formule  (aa)  donne  immédiatement  quelques-unes  des  lois 
du  mouvement. 

L'ébranlement  primitif  doit ,  en  général ,  être  considéré  comme 
limité  à  de  certaines  parties  du  fluide  que  l'on  peut  renfermer  dans 
une  sphère  (E),  de  rayon  £,  décrite  de  l'origine  pour  centre.  D'après 
cela,  la  fonction  Y  [x^j,  z)  ne  peut  être  différente  de  o  que  pour  des 
valeurs  de  Jr,  j',  z  égales  aux  coordonnées  de  certains  points  renfermés 
dans  cette  sphère;  et  il  en  est  de  même  de  4^"  x.  y^  :),  car  U.  V.  W. 
qui  sont  maintenant  les  valeurs  initiales  de  m,  (>,  w,  sont  nulles  pour 
tous  les  points  extérieurs  à  la  sphère  (E).  On  a  donc,  pour  ces  der- 
niers points , 

d'^  da  do 

dx  dy  dz 

à  un  uisrant  quelconque,  et  ces  équations  donnent 

udx  -+-  vdy  -^  wdz  =  dfo, 

45.. 
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d(f  étant  la  différentielle  de  la  fonction  9  de  a-,  j,  z,  t  relative  aux 

trois  premières  de  ces  variables. 

12.  Soient  ^,  r,,  Ç  les  coordonnées  diin  point  intérieur  à  la 
sphère  (  E  ) ,  et  posons 

a? -f- <z/sin9  cos(|y  =  ^,     j -1- a^  sin 5  sin |  =  ■/? ,     s -h  a<  cos5  =  Ç, 

d'où  l'on  déduit  facilement  l'équation 

(^x  -  -^f  +  ^j  -  -^f  +  {z  -  -çy  ^  aH\ 

qui  détermine  une  sphère  de  rayon  at,  dont  le  centre  est  le  point 
(jc,  y,  z),  en  considérant  ^,  /j ,  Ç  comme  coordonnées  courantes. 

Ce  sera  seulement  (n"  H)  dans  le  cas  où  cette  sphère  coupera  la  partie 
du  fluide  primitivement  ébranlée,  que  le  premier  terme  de  la  for- 
mule (22)  ne  sera  pas  nul ,  c'est-à-dire,  en  désignant  par  /'  la  distance 
du  point  [x ,  j,  z  à  l'origine,  quand  at  tombera  entre  r  ~  i  et  r -!-  e. 

Tant  qu'on  aura  at  ■<_  r  —  s,  le  second  terme  de  la  même  formule 
sera  aussi  nul  ;  car,  si  l'on  renverse  l'ordre  des  intégrations  indiquées 
dans  ce  terme,  ce  qui  ne  saurait  en  changer  la  valeur,  et  qu'on  com- 
mence par  celle  qui  est  relative  à  f ,  on  voit  que  tous  les  éléments  de 

/    '^  {x -\- ntsmS  cos^,     j  -{-  atsind  sm^i^.     z  -\-  at  cos 9)  t. dt , 

qu'il  faudrait  calculer  d'abord,  sont  séparément  nuls.  Mais,  quand  at 
tombe  entre  les  limites  indiquées  ci-dessus,  cette  intégrale  se  réduit  à 

i       W.tdt;  et  quand  at  surpasse  r-(-£,  à    /  ^tdt.  On  pourra 

donc  remplacer  la  dernière  intégrale  multiple  de  l'équation  (22)  par 
^   r    tdt   f  "  d<\>  r  WsmSde, 


r  —  £  .  .  r-f-  s 

SI  t  surpasse :  et  même,  si  t  surpasse  — —■>  on  pourra  mettre  cette 

quantité,  qui  sera  plus  loin  supposée  fixe  ,  au  lieu  de  la  limite  variable 
désignée  par  t. 


/ 
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^ .tdt,  prise  depuis  t  =  -^^  jusqu'à  t  ou  ,  n'étant  pas  nulle, 


f  ne  le  deviendra  pas  de  nouveau  quand  t  dépassera  ,  non  plus 

que  '^i"'    1^  Z/    auxquelles  se  réduisent  u,  v,  w  pour  les  points  situés 

au  dehors  de  la  sphère  (E);  mais  ces  quantités  seront  indépendantes 
de  t. 

13.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'expression  de  -^j  tirée  de  la  for- 
mule (22),  savoir, 

en  effet  : 

1°.   F  et  M'  sont  nulles  pour  tous  les  points  dont  il  s'agit; 
a".  De 

Y  {X  -\-  at  sin  6  cos  1]^,  y  -^  at  sin  B  sin  ij/ ,    z  ~\-  at  cos  Ô )  =  F  (| ,  y; ,  Ç  ; , 
on  tire 

— -  =  a  (  -—  sm  &  cos  d;  -i-  -7-  sin  5  sui  <i^  -+-  -jr-  cos  S   -, 
lit  \dl  ^         (in  ^         rit  I 

et  F(|,  /j,  Ç)  étant  nulle  pour  toutes  valeurs  de  ^,  ïî,  Ç  qui  seraient 
les  coordonnées  de  points  situés  au  dehors  de  la  sphère  (E) ,  les  déri- 

,      dY    rfF    d¥      ^  .        dY  ,  ^    ,     ,  .      ,  r/v 

vees  -r-i  -7-1  -;-'  et,  par  siute,  -7-  le  sont  également;  donc,  -~  est 

rfÇ      dn      dl  '  dt  °  dt 

nulle  pour  toute  valeur  de  l  non  comprise  entre  et 

14.  Pour  les  points  compris  dans  ta  sphère  (E),  r  est  moindre 
que  Ê,  et  il  faut  modifier  légèrement  ce  qui  est  dit  dans  les  n"'  11 
et  13.  On  ne  doit  pas  changer  la  limite  inférieure  o  de  l'intégration 
relative  à  t  dans  le  second  terme  de  l'expression  {-î-i),  et  l'on  peut 
seulement  mettre au  lieu  de  i  pour  la  limite  supérieure,  lorsque  / 

surpasse  cette  valeur.  Quant  à  j-^  elle  est  tiulle  pour  les  valeurs  de  t 

qui  ne  tombent  pas  entre  o  et 
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15.  Il  résulte  de  cette  discussion,  qu'en  un  point  (x,j,  z)  situé  à 
une  distance  quelconque  r  de  l'origine ,  et  à  la  fin  du  temps  t  supé- 
rieur à  ^^^5  il  pourrail  y  avoir  un  mouvement  de  translation  uni- 
forme et  tres-ient  [*]  des  molécules  du  fluide,  lequel  ne  serait  pas 
accompagné  de  condensation,  car  c  est  nul  avec  -^  en  vertu  de  l'équa- 
tion f6);  mais,  que  les  vibrations  accompagnées  de  condensation 
n'auront  lieu  que  quand  t   toml^era  entre  et .  c'est-a-dire 

pendant  une  durée  limitée  qui  ne  pourra  surpasser  la  différence  —  • 

Si  l'ébranlement  primitif  s'étend  à  tous  les  points  de  la  sphère  (E), 
les  ondes  sonores  seront  sphériques,  d'épaisseur  2E,  et  auront  l'ori- 
gine potu-  centre  ;  la  durée  du  mouvement  vibrafone  sera  —  en  chaque 

point;  et  la  vitesse  de  propagation  de  ce  mouvement  sera  a,  puisqu'il 
commence  en  des  points  situés  sur  le  même  rayon,  distants  de  a,  à 
des  intervalles  égaux  à  l'unité  de  temps. 

On  conçoit  d'ailleurs  que,  quoique  tous  les  points  compris  dans  la 
sphère  (El  n'aient  pas  été  pnmitivement  ébranlés,  les  circonstances 
que  je  viens  d'indiquer  auront  encore  sensiblement  lieu,  à  des  distances 
de  cette  sphère  assez  grandes  relativement  a  son  rayon. 

§  III. 

Loi  de  l'intensité  du  son  a  différentes  distances  du  centre  de 
l'ébranlement.  —  Rapport  constant  de  la  vitesse  propre  des 
molécules  vibrantes  à   la  condensation 

1().  Afin  de  parvenir  à  la  loi  des  vitesses  des  molécules  du  fluide, 
de  laquelle  dépend  celle  de  l'intensité  du  son  à  différentes  distances 
de  l'origine,  que  nous  supposerons  fort  grandes  relativement  au  rayon 


[*]  La  vitesse  de  ce  raouvement.qui  dépend  seulement  des  vitesses  initialement  im- 
primées a  des  parties  du  fluide  renfermé  dans  la  sphère  E:,  est  très-petite  par  rap- 
porta celle  du  mouvement  vibratoire   n°  22;. 
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de  la  sphère  (E),  il  faut  avoir  recours  à  une  transformation  de  l'équa- 
tion (aa)  que  je  vais  exposer. 
Soient 

!ji  =  /sin  a  cos  ). , 
J  ^=  r  sin  a  sin  } , 
z  =^  rcos/m, 
et 

I  r  sin  ,a  cos  ).  -t-  at  sin  5  cos  ({/  =  / ,  sin  /ui,  cos  X, , 
(aS)  I  r  sin  fji  sin  X  -t-  ai  sin  5  sin  (|i  =  r,  sin  /jl,  sin  X, . 

(  /•  cos  jj.  -+-  at  cos  5  =  r,  cos  p., , 

/•,  étant  une  longueur  positive  qui  ne  surpasse  pas  c,  puisqu  il  suttit 
de  tenir  compte  des  valeurs  des  binômes  ^A)  qui  peuvent  être  respecti- 
vement celles  des  coordonnées  de  certains  points  situés  dans  la 
sphère  (E);  et  X,,  u.,  étant  des  angles  compris,  le  premier  entre  <> 
et  2rr,  et  le  second  entre  o  et  tt. 

Soient  encore 
(26)  fl/  =  r  —  r',     5  =  ?r  —  p.  -I-  &'     et     1^  z=  n  -h  X  -h  |', 

/'  est  compris  entre  -t- c  et  —  £  d'après  te  qui  précède,  et  je  vais 
montrer  que  les  deux  dernières  hypothèses,  ingénieusement  choisies 
par  Poisson,  sont  telles,  que  S'  et  V  peuvent  être  considérés  comme 

très-petits  du  même  ordre  que  - 

17.    D'après  la    troisième  équation  [^5;,    cos  y.  H cos  ô  est  au 

moins  de  cet  ordre;  donc,  cos/:/.  et  cos  5  doivent  être  de  signes 
contraires,  s'ils  ne  sont  pas  tous  deux  très-petits  du  mèrae  ordre  au 
moins. 

Dans  le  premier  cas,   u.  et   5  sont    l'un   plus   grantl ,   l'autre  plus 
petit  que  -  ■>  et  y.-^O  tombe  entre  -  et  —  ;  donc  l'égalité  6'=  p.  -^5  —  - 

montre  que  5'  ne  peut  être  en  dehors  des  limites  — -  et-:  et  il  en 

résulte  encore  que,  si  cet  angle  est  positif,  il  ne  peut  surpasser  _a  en 
grandeur  absolue. 
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La  même  équation  donne,  d'après  les  hypothèses  (26), 

.,,                             r'cosfft  —  8')  —  r,  costt, 
COS  (|X  —  7  )  —  COS  fJ.  = : 

or,  les  cosinus  de  p.  —  9  et  de  tj.  sont  de  même  signe,  puisque  le  pre- 
mier revient  à  — ces  9;  donc  la  différence  arithmétique  de  ces  cosinus 

est  au  moins  du  même  ordre  que  -;  mais,  pour  qu'en  ajoutant  à  p.,  ou 

en  retranchant  de  jx  un  arc  qui  ne  surpasse  pas  -,  on  puisse  avoir 

pour  résultat  un  arc  dont  le  cosinus  ne  diffère  de  celui  de  fi  que  d'une 
quantité  très-petite  de  cet  ordi*e ,  il  faut  évidemment  que  l'arc  ajouté 
ou  retranché  ±  6'  soit  du  même  ordre  au  moins. 

Dans  le  second  cas.  ^a  et  5  ne  peuvent  différer  l'un  et  l'autre  de  - 

que  d'une  quantité  du  même  ordre  que  -5  et  l'inspection  seule  de 
5'  =  |x  -T-  9  —  n  fait  voir  que  5'  est  au  moins  de  cet  ordre. 

Je  remarquerai  que,  d'après  cette  première  partie  de  ma  démonstra- 
tion, sin  fi.  ne  saurait  être  très-petit  sans  qu'il  en  soit  de  même  de 
sin  $  ;  et  vice  versa. 

18.  On  déduit  facilement  des  équations  (20) 

rj  =  /•*  -+■  a-t^  -+-  '1  rat  [cos  a  cos  5  -r-  sin  ju.  sin  Q  cos(ij>  —  ).)]  ; 

d'après  (26),  on  a  aussi 

cos  9  =  —  cos  fjt.  —  5' sin  fx,     et     sin  9  =  sin  fji  —  ô' cos  ^a, 

en  prenant  cosô'  =  1  et  sin  B'  =  5'  [ce  qui  revient  à  négliger  les  quan- 
tités très-petites  du  même  ordre  que  (  ^|  ]  -,  et 

cos(i|*  —  X)  =  —  cos  di'; 
donc 

r]  =  r^  -V-  a^t- 
—  2  ra<  [cos' fx  -1- 5' sin /x  cos  a  -t-  (sin'/x  —  6' sin /x  cos , a)  cos  il;'], 

d'où  l'on  tire,  en  posant  cosi}i'  =  1  —  a, 

r\  =  (r  —  atf  -h  2  rat  a  (sin'  jx  —  6'  sin  ,a  cos  p.) , 
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puis 

■    /■       '■?  —  '■'■ 

a  sin  ij.  sin  7  = » 

'  2  rai 

relation  de  laquelle  il  résulte  que  a  =  sin  verse  <\i'  est  au  moins  très- 
petite  du  même  ordre  que  ( -j  ?  et,  par  suite,  que  'Y  l'est  au  moins  du 

même  ordre  que  -i   pourvu  que  les  sinus  de  u.  et  de  6  ne  soient  pas 
très-petits. 

On  s'explique  cette  exception,  en  observant  que  dans  la  circon- 
stance particulière  qui  y  conduit,  les  deux  premières  équations  (aS) 
n'astreindraient  ni  l'angle  t|/,  ni  ses  lignes  trigonométriques,  à  aucune 
condition  relativement  à  X,  ou  aux  lignes  de  cet  angle;  on  peut  la 
lever,  en  convenant  de  ne  point  prendre  des  axes  tels,  que  celui 
des  z  forme  avec  la  direction  du  rayon  vecteur  r  un  angle  dont  le 
.sinus  serait  très-petit  :  celte  convention  ne  diminue  pas,  d'ailleurs,  la 
généralité  de  la  formule  (22). 

19.  Les  équations  (aS)  peuvent,  d'après  cela,  être  réduites  à 

l  r'sin;.;.  cosX  +  r5' cosXcos^u.  +  /Hj;'sinX  sin  p.  =  r,  sinju.,  cosX, 

(27)  I  r'  sin  y.  sin  X  -f-  rS'  sin  X  cos/j.  —  rtjy'cosX  sin^u,  =  r,  sin  p.,  sinX, 
I  /'cos/j.  —  rô' sin  a  =  ;■,  cos|UL,, 

qui  fournissent 

(28)  ri  =  r'^  -+-  r*  {Q'"  -H  i!/'*  sin»  fj.). 

Pour  l'objet  que  je  me  propose  maintenant,  il  faut  considérer  r 
comme  une  distance  déterminée  quelconque,  très-grande  par  rapport 
à  c.  et  les  angles  X  et  a  comme  se  rapportant  à  une  direction  déter- 
minée qui  peut  aussi  être  quelconque. 

D'après  cela,  les  équations  ('iS)  donnent 

On  a  aussi 

...  r  ^p.  i 

;•' ^  ±i,     aux  innites     t  ^  ■ 

a 

S' =  —  71  4- a     et     5'=  a,     aux  limites     ô  =  o     et     6  =  -, 
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ainsi  que 

Y  z^  —  n  —X      et     ij>'  =-.  t:  —  X ,      aux  limites      i];  =  o      et     iJ>  =  2  tt. 

L'équation  (22)  devient  donc 

en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  comme  facteurs  r' ou  6'  par 
rapport  à  ceux  qui  contiennent  r,  et  en  désignant  par  F,  et  W,  ce  que 
deviennent  les  fonctions  F  et  ¥  quand  on  remplace  les  binômes  (A)  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  de  r';  ij;'  et  9',  c'est-à-dire,  par  les  premiers 
membres  des  équations  (27). 

Mais  les  intégrales  qui  entrent  dans  cette  expression  de  y  contiennent 
toujours  r  explicitement,  ce  qu'il  faut  éviter. 

20.   Pour  cela,  on  change  encore  de  variables,  et  je  poserai,  d'après 
Poisson , 

(3o)  0'r  =  ssins,,     <\>'r  sïn[j.  =  s  coss, 

s,  étant  un  arc  compris  entre  o  et  2  7r,  et  .î  une  quantité  positive. 

Ces  équations  fournissent,  en  observant  la  règle  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées  dans  les  intégrales  multiples , 

/•  siny-di^'  =  ds  coss,  —  sds,  sins, , 

o  =:  ds  sinst  +  sds,  cos  s, , 


d'où 

puis 

et,  par  suite, 


,  sds, 

r  smu  a(L  =  -. — 
'        '  sm  s, 


rdÔ'  =  ds.sins,  ; 


/'*  sin  iJ.dÔ'  di\i'  =  sds  ds,. 
Donc,  comme  l'équation  (28)  donne 


et  que  ;■,  ne  doit  pas  stirpasser  s,  la  précédente  valeur  de  œ  prend  la 
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forme 

en  désignant  par  Fj ,  *Fo  ce  que  deviennent  F,,  W,  quand  on  remplace 
6'r  et  <Yr  par  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonction  de  s  et  s,  déter- 
minées par  les  équations  (3o);  de  sorte  que  le  premier  terme  de  cette 

formule  est,  abstraction  faite  du  coefficient    ,-' — ■  une  fonction  des 

trois  variables  /•',  /,  p.,  et  le  second  terme,  aussi  abstraction  faite  du 

coefficient  7 — ::— ,  une  fonction  de  ces  deux  dernières  variables  seu- 

4  TrrtT 

lement. 

21.  L'équation  (3i)  se  rapporte  à  une  direction  quelconque  des 
axes  des  coordonnées,  sauf  la  restriction  que  j'ai  posée  dans  le  n"  18. 
Par  conséquent ,  il  est  permis  de  disposer  de  cette  direction .  comme 
je  vais  le  dire,  a6n  de  simplifier  la  suite  du  raisonnement. 

On  a  maintenant 

r  =  const. .     X  =  const. ,     |x  =  const.; 
ce  qui  représente  : 

i".  Une  sphère  de  rayon  /■,  dont  le  centre  est  à  l'origine; 

a°.  Un  plan  passant  par  l'axe  des  z  et  faisant  l'angle  X  avec  celui 

des  xz  ; 

3".  Un  cône  droit,  dont  l'axe  des  z  est  l'axe  de  figure. 

Ces  trois  surfaces,  qui  sont  orthogonales,  se  coupent  au  point  que 
l'on  considère,  et,  en  prenant  respectivement  pour  axes  des  .r,,_^,,  r, 
l'intersection  du  plan  et  du  cône,  la  tangente  à  celle  de  la  sphère  et 
du  cône,  et  la  tangente  à  celle  de  la  sphère  et  du  plan  ,  on  a  ividemment 

(32)  dXi=dr,     fij,  =  rsiniidl,     dz^=zrdu.. 

y 
Si  1-on  dirige  l'axe  des  x  suivant  la  même  droite  que  celui  des  x, . 
eu  faisant  tourner  le  premier  système  autour  de  son  origine,  de  ma- 
nière que,  en  outre,  les  axes  des^  et  des  z  deviennent  respective- 
ment parallèles  à  ceux  des  j\  et  des  z, .  il  suffit  d'aueiraenter  x, ,  j, 

46.. 


(35) 
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et   z,  de  certaines  constantes,  pour  passer  de  ces  derniers  axes  aux 

nouveaux  axes  des  x,j.,  z,  et  de  faire  X  =  o,  ^a  =  -.  Donc, 

(33)  dx^dr,     dj=zrdl,     dz  =z  rdiJ.  \*]. 

Cela  posé,  on  doit  seulement  prendre 

dx  (ly  dz 

d'après  la  remarque  du  n"  11;  et,  en  vertu  des  formules  (33),  ces 
expressions  des  composantes  de  la  vitesse  correspondante  au  point 
déterminé  par  les  coordonnées  polaires  /•,  X ,   u.  deviennent 

■  ar  r    d\  r    d^ 

d'après  le  principe  de  la  dérivation  des  fonctions  médiates. 

On  déduit  facilement  de  ces  dernières  expressions  que  les  rapports 
-  et  —  sont  du  même  ordre  que  -■>  pourvu  que  les  dérivées  partielles  de 

F  (x,  j-,  z)  et  de  ^'  [x,  y,  z)  aient  entre  elles  des  rapports  finis,  ce  qui 
a  lieu  en  général  ;  donc  la   vitesse  de  chaque  molécule  de  fluide  est 

sensiblement  égale  à  -j^>  et  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur. 
22.  On   a,  d'après  l'équation  (3i), 

en  ayant  égard  à  l'observation  qui  termine  le  n"  20,  et  à  ce  que  la  pre- 
mière équation  (26)  donne 

dr' 

quand  on  regarde  t  comme  constant. 

[*]  On  ne  peut  craindre  que  la  formule  (3i)  tombe  en  défaut  pour  les  nouveaux 
axes,  car  celui  des  x  coïncide  avec  le  rayon  vecteur,  et  le  sinus  de  l'angle  compris  entre 
ce  ravon  et  l'axe  des  z  est  conséquemment  éaal  à  1 . 
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Si  l'on  néglige  ,  dans  cette  formule,  le  terme  qui  contient  —    connue 

tacleur,  par  rapport  à  celui  qui  contient  seulement  -,  et  qu'on  prenne 


(36)  u=^^^^.f/"-".l.f\,rls„ 

on  voit  que  la  vitesse  des  molécules  de  fluide  est,  à  tres-peu  près, 
inversement  proportionnelle  à  la  distance  de  l'origine  au  lieu  où  elles 
se  trouvent  quand  elles  vibrent;  ce  qui  justifie  la  loi  de  l'intensité  du 
son  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  puisqu'on  admet  que 
cette  intensité  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

D'après  la  discussioji  du  n"  12,  le  terme  de  la  valeiu- (S') j  de  ^-i 
qui  dépend  de  ^  ,  est  le  seul  qui  ne  devienne  pas  nul  quand  t  sur- 
passe  '\  or,  ce  terme  contenant  —  comme  facteur,  il   est  très-petit 

'a  r' 

par  rapport  a  la  valeur  (36)  de  u,  el  cela  s'accorde  avec  ce  que 
j'ai  dit  au  commencement  du  n"  15. 

23.   D'après  la  première  des  équations  (26), 

flr' 


lorsque  /•  est  considéré  comme  constant;  donc  l'équation  (6)  devient 

c  ■ 
or  on  tire  de  léquation  (3i^ 


^  =  ,^-  ^r  f'     '    ^às   f  V,  ds,  ; 
et,  par  conséquent,  on  a 

(  37 .       7 = -  ^  -/>  •  (''''  ~  "  '  sds  r''  i\,  ds, 

J.es  tonnules  (36)  et  (37)  doinient 
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d'où  l'on  conclut  d'abord  que  les  molécules  qui  s'éloignent  du  centre 
d'ébranlement,  sur  chaque  rayon  vecteur,  sont  condensées,  et  celles 

qui  s'en  rapprochent ,  dilatées  ;  puis ,  que  le  rapport  -  de  la  vitesse 

constante  de  la  propagation  du  son  à  la  densité  du  milieu  est,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  approximativement  égal  au  rapport  de  la  vitesse 
propre  des  molécules  à  la  condensation  positive  ou  négative  qu'elles 
éprouvent  ;  de  sorte  que  ce  dernier  rapport  est  constant  pour  le  même 
nulieu. 


§  IV. 

Hypothèse  particulière  du  trinôme  V,dx  -^\dj  -^  Wcfe,  différentielle 

exacte. 

24.  Si  l'on  admet  que  les  composantes  U,  V,  W  de  la  vitesse  ini- 
tiale soient  les  dérivées  d'une  fonction  f  àe  x,  jr,  z,  les  équations  (7) 
deviennent 

(38)  u^'-^i^:     .  =  '-^^,     u>  =  i:^. 

D'ailleurs,  comme  —  =  o,  puisque y^est  supposée  indépendante  de  /, 
l'hvpothèse  (6)  peut  être  écrite  sous  la  forme 

(39)  ,^Li:h±n. 
La  quatrième  équation  (  5  )  devient  alors 

.40J  -^,        —a    y       ^^        -H        ^^.,        -T-         a-J       y 

et  elle  ne  diffère  plus  de  l'équation  (9)  que  par  le  changement  de  o 
en  o  -rf 

Or,  il  faut  que  9  -l-y  se  réduise  kf{x,  j,  z)  pour  ^  =  o,  et  que  ■- 

ou     '  ■  soit  toujours,   en  même  temps,  une  fonction  arbitraire 

de  J?,  j,  z,  que  nous  continuerons  de  représeater  par  F{x,  y.  z); 
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donc  l'intégrale  de  l'équation  (4o)  sera 

d'après  la  formule  (i6)  du  n"  7. 

I^es  transformations  par  lesquelles  l'équation  (3i)  a  été  déduite  de 
l'équation  (2a),  peuvent  être  appliquées  successivement  à  l'équa- 
tion (4')î  filles  donnent 


en  observant  que  J\x ,  j,  z)  est  nulle  pour  les  valeius  de  x,  j,  z 
qui  ne  se  rapportent  pas  à  des  points  compris  dans  la  sphère  (E),  et 
Pi,  J2  procédant  de  F,J,  comme  cela  a  été  expliqué  pour  F,  dans  les 
n"^  19  et  20. 

2!>.   On  déduit  facilement  de  l'équation  (40  que  <p  est  nulle  pour  les 
points  extérieurs  à  la  sphère  (E),  tant  que  t  ne  tombe  pas  entre  -^^ 

et ^  (n"  II);  donc,  le  mouvement  n'a,  en  chacun  de  ces  points. 

qu'une  durée  qui  ne  peut  excéder  —,  et  le  repos  s'y  rétablit  ensuite 
complètement. 

Pour  tout  point  intérieur  ou  extérieur  à  la  sphère  (E),  on  a,  d  après 
les  équations  (38)  et  (4')' 

^T  ^i^   ^      (Ix         d.r  dxdt  j 

[F  et  y  représentant,  comme  dans  l'équation  (40'  ce  que  devieuiieiil 
¥  (x,f,  z)  etf{x,  r,  2),  par  la  substitution  des  binômes  (A)  à  a-, 
j-,  z],  et  deux  valeurs  semblables  pour  i>,  w;  or,  il  résulte  de  ces  expres- 
sions, que  le  repos  se  rétablit  aussi  en  chaque  point  compris  dans  la 

sphère  de  l'ébranlement  initial,  lorscpie  /  surpasse ^• 

Il  y  a  donc  une  différence  qui  me  paraît  assez  remarquable,  entre 
les  conséquences  auxquelles  conduisent  les  équations  (3^^  et  (4')'  P'T" 
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rapport  au  retour  des  molécules  à  l'étal  de  repos,  qui  ne  semble  pas 
devoir  nécessairement  s'établir  après  que  le  mouvement  vibratoire  a 
cessé,  d'après  l'équation  (aS)  du  n°  iS. 

26.  En  vertu  de  l'équation  (4^),  9  est  de  la  forme 

comme  lorsqu'on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur  U ,  Y,  W  ; 
donc ,  on  déduirait  de  cette  équation  les  conséquences  que  j'ai  déjà 
exposées  dans  les  n°*  21  et  suivants,  soit  relativement  à  la  direction  et 
à  la  grandeur  des  vitesses  propres  des  molécules  du  fluide,  soit  relati- 
vement à  la  condensation  ou  à  la  dilatation  qu'elles  éprouvent  pendant 
la  durée  du  mouvement. 

§  V. 
De  la  marche  suivie  dans  cette  thèse. 

27.  Les  premiers  travaux  mathématiques  sur  la  propagation  du  son 
dans  un  milieu  indéfini  sont  dus  à  Lagrange  ;  Euler  s'en  est  ensuite 
occupé,  puis  Laplace  qui  a  rectifié  la  valeur  de  la  vitesse  de  propaga- 
tion du  mouvement ,  en  tenant  compte  de  la  chaleur  développée  par 
la  compression  ;  enfin ,  Poisson  a  consacré  à  ce  problème  deux  de  ses 
beaux  Mémoires  sur  la  physique  mathématique. 

Les  deux  premiers  de  ces  illustres  savants  ont  supposé  que  la  masse 
fluide  étendue  indéfiniment  en  tous  sens,  a  d'abord  été  ébranlée  sem- 
blablement  suivant  toutes  les  directions,  autour  du  point  pris  pour 
origine  des  coordonnées;  alors  udx  +  vdjr  +  wdz  est  toujours  égale 
à  la  différentielle  relative  à  /•,  d'une  fonction  de  ;■  et  de  ^;  et  l'équa- 
tion qu'il  s'agit  d'intégrer  ne  diffère  pas  de  celle  du  problème  des  cordes 
vibrantes. 

Dans  le  premier  en  date  des  deux  Mémoires  de  Poisson,  il  avait 
adopté  l'hypothèse  du  trinôme  des  vitesses  différentielle  exacte,  et 
transformé  premièrement  en  coordonnées  polaires  l'équation  (9)  h 
latpielle  il  arrivait  par  le  théorème  de  Lagrange  sur  ce  trinôme. 

Si  l'on  appliquait  cette  transformation  à  l'équation  (8),  d'après  Us 
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formules  (9,4),  on  aurait  ['] 

¥,  représentant  ici  ce  que  devient  'F  par  la  substitution,  au  lieu  de  x, 
y^z,  de  leurs  valeurs  (aZi)- 

En  intégrant  les  deux  membres  depuis  o  jusqu'à  27:  pour  >.,  et 
depuis  o  jusqu'à  n  pour  [j. ,  après  les  avoir  multipliés  par  sin  (x  dXdfj., 
comme  dans  ce  Mémoire,  on  a 

^-^)  -dF-  =  ''  'lî?--^''/.^ 

si  l'on  pose 


f  *]  On  peut  la  faire  d'une  manière  assez  peu  connue  ,  au  moyen  de  deux  iemai(|ues 
fort  simples  : 

I".  If  étant  une  fonction  de  x ,  jr,  z,  ou  du  moins  une  fonction  dans  laquelle  ./  ,  >•,  : 
sont  regardées  comme  les  seules  variables,  la  quantité 


S)'- (S"- (S)' 


ne  change  pas  de  forme  ni  de  valeur,  quand  on  déplace,  d'une  manière  quelronquf . 
les  axes  rectangulaires  des  x,  y,z. 
2".  La  variation  de  l'intégrale  triple 

étendue  à  tous  les  éléments  du  volume  compris   dans   une  enveloppe  constante  vi 
provenant  de  celle  d'un  paramètre  quelconque  contenu  dans  la  fonction  o,  est 

Cela  jiosé,  si  l'on  dirige  les  nouveaux  axes  comme  cela  est  expliqué  à  l'article  21  ,  on 
a ,  d'après  les  formules  (32^, , 

Tome  XIV.  —  OcTODRE  1849  47 
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et 


/       dl  I     *F,  sin  af/ft  =  /, 


$  étant  une  fonction  de  /'  et  de  t,  et  /  une  fonction  de  /•  seulement. 
Or,  il  est  facile  de  vérifier  que  l'expression 


r$ 


=  i,{r  -+-  at]  ^  U\j  —  a£)—  \  \    dr  j    ry^dr, 


d'ailleurs, 

dx  dy  dz  ^  r-  sin  ft  dr  d\  rffi  ; 

donc 

ces  intégrales  triples  s'éteûdaat  à  tous  les  éléments  d'un  espace  déterminé. 

Les  variations  de  ces  intégrales  correspondantes  à  celles  d'un  paramètre  quelconque 
contenu  dans  la  fonction  »  doivent  être  égales  ;  donc 

fff.H'i)    .  -   ,-('-ï)l.  ,,, 

=    11       /    0?     ^ -+^^-7Û-^- —Zi ^—       SinjxrfrrfArfu; 

J    J    J         L        "'■  sin'(*  dV       sinft  d\x  J 

et,  comme  cette  égalité  doit  subsister  quelle  que  soit  lîy  pour  chacun  des  éléments  de 
volume  représentés  par 

dxdy  dz  ^=.  r=  sin(i  dr  d\  du. , 


dx 


'         dy^         dz^        r-  ]_        dr  sin'u  dV        sin;*  du  J 


Enfin  ,  si  l'on  observe  que 

d.(r^-^)                                       d.(r^-i-,) 
I        \     drj  d-<f  df \   dr  J  d-.ra 

r  dr  dr''  dr  dr  rf^  ' 

et  que 

</'y        d^.rif 
'^'dF~     dr    ' 
on  tombe  facilement  sur  l'équation  du  texte. 
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contenant  deux  fonctions  arbitraires  f,  et  fj,  satisfait  à  l'équation  ($); 
mais  on  ne  déduit  que  très-péniblement  les  propriétés  de  la  fonction  o, 
qu'on  a  besoin  de  connaître,  de  celles  de  <I>,  et  l'on  ne  parvient  pas 
ainsi  à  la  loi  des  intensités  du  son  à  différentes  distances  du  centre 
d'ébranlement.  C'est  par  la  réduction  de  sa  quantité  y  en  une  série 
d'intégrales  ordonnée  suivant  le  nombre  croissant  des  intégrations , 
que  Poisson  a  d'abord  démontré  cette  loi. 

28.  J'ai  principalement  dû  puiser  dans  le  second  des  deux  Mémoires 
précités,  et  je  vais  indiquer  brièvement  en  quoi  je  m'en  suis  surtout 
écarté. 

J'ai  fait  usage  (n°*  6  et  suivants),  pour  parvenir  à  la  valeur  (20),  de 
considératipns  bien  différentes  de  celles  qu'on  y  trouve;  car  c'est 
par  la  formule  de  Fourier  étendue  à  trois  variables,  que  cette  valein 
y  est  obtenue  :  la  marche  que  j'ai  suivie  est  due,  je  crois,  à  M.  Liouville. 

II  m'a  paru  convenable  d'étudier  d'abord  le  mouvement  sans 
rien  supposer  de  particulier  sur  le  mode  d'ébranlement  initial ,  et 
de  ne  passer  qu'ensuite  à  l'examen  de  l'hypothèse  que  le  trinôme 
Udx  -+-  Vclj-  -+-  Wcfe  soit  la  différentielle  d'une  fonction  de  x,  jr,  z; 
car  on  est  plus  logiquement  conduit  à  faire  cette  hypothèse  particu- 
lière ,  après  qu'on  a  reconnu  (n°  i  1)  que  udx  -+-  vdy  -t-  wdz  est  toujours 
la  différentielle  relative  à  x,  jr,  z  d'une  fonction  de  ces  trois  variables 
et  de  t  pour  les  points  extérieurs  à  la  sphère  d'ébranlement. 

Au  lieu  de  déduire  de  la  valeur  (ao)  de  9,  celle  qui  convient  à  ce 
cas  particulier,  je  remonte  à  l'équation  de  laquelle  cette  fonction  doit 
dépendre,  ce  qui  m'a  paru  beaucoup  plus  simple. 

Enfin,  je  ferai  remarquer  que  j'ai  essayé  de  fixer  rigoureusement 
(n"*  17  et  suivants)  la  nature  des  variables  auxiliaires  9'  et  ^'  employées 
par  Poisson  pour  transformer  une  équation  semblable  à  (4 1  ) ,  eu  appli- 
quant sa  transformation  à  la  valeur  de  ç  fournie  par  l'équation  (^2); 
j'ose  croire  qu'on  ne  me  saura  pas  mauvais  gré  d'avoir  insisté  lui  peu 
longuement  sur  ce  point  qui  est  important,  car  de  là  dépendent  toutes 
les  réductions  subséquentes  qui  permettent  d'arriver  à  la  loi  de  l'in- 
tensité du  son. 
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THESE  D'ASTRONOMIE. 


Sur    les    réfractions    atmosphériques  ; 
Par  m.  Th.  DIEU, 

Professeur  de  Mathématiques  supérieures  a»  Lycée  de  Dijon. 


Préliminaires. 

!.  Ua  simple  inspection  du  mouvement  des  corps  célestes,  iin  petit 
nombre  étant  exceptés,  a  conduit  à  cette  idée  fondamentale  qu'on 
peut  s'en  rendre  compte  en  les  supposant  enchâssés  dans  une  sphère 
qui  tournerait  autour  d'un  diamètre  fixe  passant  par  l'œil  de  l'obser- 
vateur et  incliné  à  son  horizon. 

Le  plus  grand  nombre  d'entre  eux  a  donc  reçu  le  nom  d'astres 
Jixes,  et  quelques-uns  celui  de  planètes  ;  parce  que  les  premiers  se 
lèvent  et  se  couchent  aux  mêmes  points  de  l'horizon ,  et  semblent 
décrire  respectivement  les  mêmes  cercles  dans  le  ciel  ;  tandis  que  les 
derniers  se  déplacent  parallèlement  à  l'axe  fixe  du  mouvement  géné- 
ral, et  que  leur  mouvement  paraît  pouvoir  être  décomposé  en  deux 
autres  fictifs,  l'un  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  observations  faites  au  moyen  des  gnomons  et  du  cadran  équi- 
noxial  pour  le  Soleil,  des  armilles,  des  cercles  ou  secteurs  équatoriaux 
et  des  machines  parallactiques  pour  le  Soleil  et  les  autres  astres  vi.sibles 
avec  ces  instruments,  confirment  cette  première  apparence. 

Cependant  les  anciens  astronomes  avaient  remarqué  vers  l' horizon 
une  irrégularité  qu'ils  n'avaient  guère  ,  dit  Delambre,  le  moyen  de  me- 
surer, et  qu'ils  attribuèrent  à  l'existence  des  vapeurs  qui  s'y  trouvent 
en  plus  grande  abondance  qu'à  une  certaine  hautetu-. 
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lirâce  à  l'invention  des  lunettes,  à  celle  des  horloges,  et  aux  pfi- 
(ectionnements  apportés  dans  la  construction  des  instruments,  les 
astronomes  modernes  ont  fini  par  reconnaître  que  cette  irrégularité  se 
faisait  sentir  à  toute  distance  zénithale;  et  comme  elle  s'explique  par 
Ja  théorie  physique  de  la  simple  réfraction ,  le  nom  de  rcjractirm 
atinosphérique  lui  a  été  attribué. 

Voici  comment  on  peut  s'assurer  de  l'existence  de  celle  irrégularit<  . 

Soient  P  le  pôle,  Z  le  zénith  de  l'observateur,  PMP'  son  méridien  . 
et  A  la  position  apparente  d'une  étoile. 

On  obtient  de  diverses  manières  la  distance  zénithale  PZ  du  po|.  : 
on  peut  observer  la  distance  méridienne  PA'  de  l'étoile  au  pôle  qui  est 
le  complément  de  sa  déclinaison,  ainsi  que  sa  distance  zénitlude  AZ 
et  son  azimut  PZA  ;  enfin,  on  peut  déduire  de  l'observation  ilti  pas- 
sage de  l'étoile  au  méridien,  l'angle  horaire  APZ,  différence  des  ascen- 
sions droites  du  zénith  et  de  l'astre,  d'après  la  loi  probable  du  mou- 
vement diurne  circidaire  et  uniforme,  de  laquelle  il  résulte  qM( 

PA  =  PA'. 

Or,  si  l'on  calcnlf,  par  la  trigonométrie  sphérique,  l'angle  PZA  et 
le  côté  AZ  du  triangle  APZ,  d'ai)rès  les  trois  autres  parties  coinnies: 
on  trouve  généralement  : 

1".  Une  valeur  de  cet  angle  i\\\\  s'accoide  à  peu  j)res  avec  1  a/imul 
obseivé  ; 

a".  Une  valeur  de  ce  côté  supérieure  à  la  tlistance  zénithale  éi^jle- 
ment  observée. 

En  outre,  on  reconnaît  que  lexces  dont  d  s'agit,  foit  petit  ju^- 
qu'à  45  degrés  où  il  n'atteint  pas  i  minute,  croit  avec  la  distauK' 
apparente  au  zénith,  qu'il  dépasse  3o  minutes  à  l'horizon,  et  quil 
est  à  très-peu  près  le  même  pour  toute  étoile  à  la  même  distance  zé- 
nithale, lorsque  les  circonstances  météorologiques  dans  lesquelles  on 
observe  ne  diffèrent  pas  beaucoup;  ce  qui  éloigne  l'idée  que  cette 
circonstance  tienne  à  une  irrégularité  dans  le  mouvement  circulaire 
apparent  du  ciel. 

On  sait  d'ailleurs  (jue   la  masse  gazeuse  qm  entoure    la     leri''  ■  J 
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forme  son  atmosphère,  présente  des  densités  décroissantes  à  mesure 
que  l'on  s'éloigne  de  la  surface,  et  que  l'air  sec  ou  mêlé  de  vapeur 
aqueuse,  à  des  degrés  de  condensation  différents,  n'a  pas  le  même 
pouvoir  réfringent;  d'où  il  suit  que  la  trace,  dans  l'atmosphère,  d'un 
ravon  de  lumière  émis  ou  réfléchi  par  un  astre  semble  devoir  être  une 
courbe  concave  vers  le  plan  horizontal  de  l'observateur;  ce  qui  s'ac- 
corde avec  le  résultat  fourni  par  la  combinaison  de  la  loi  si  simple  du 
mouvement  circulaire  et  de  l'observation  ,  puisque  cela  aurait  évi- 
demment pour  effet  d'élever  cet  astre. 

Le  phénomène  de  la  réfraction  était  connu  des  anciens  astronomes , 
au  moins  depuis  Ptolémée;  mais  ils  ne  pouvaient  l'appliquer  à  l'expli- 
cation de  l'irrégularité  dont  il  s'agit,  faute  d'idées  justes  sur  la  consti- 
tution de  l'atmosphère,  et  parce  que  leurs  instruments  n'étaient  pas 
assez  précis  pour  qu'elle  ne  se  confondît  pas  le  plus  souvent  avec  les 
erreurs  d'observation.  Parmi  les  modernes ,  Tycho-Brahé  croyait  en- 
core que  les  réfractions  étaient  nulles  pour  les  hauteurs  apparentes 
plus  grandes  que  45  degrés;  Dominique  Cassini  (auteur  d'une  Table 
de  réfraction  publiée  en  1661)  a  le  premier  proposé  une  hypothèse  au 
moyen  de  laquelle  il  les  a  calculées  pour  toute  hauteur,  et  Newton  a 
commencé  (suivant  M.  Biot)  à  en  fonder  la  véritable  théorie  vers  la 
fin  du  xvii"  siècle. 

Calcul  de  la  force  qui  dévie  la  lumière  quand  elle  traverse 
l'atmosphère. 

2.  La  force  qui  dévie  la  lumière  lorsqu'elle  traverse  un  milieu  dont 
la  densité  et  même  la  composition  peuvent  varier  d'un  point  à  un 
autre,  est  de  l'espèce  des  forces  moléculaires;  car  on  admet  qu'elle 
décroît  avec  une  excessive  rapidité  lorsque  la  distance  augmente  ,  et 
qu'elle  devient  insensible  à  de  très-  petites  distances. 

L'expression  de  cette  force  a  d'abord  été  donnée  par  Kramp  [*], 
puis  ensuite  par  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste  [**]. 

Ces  deux  géomètres  supposent  que  la  Terre  est  sphérique  et  entourée 

[']  Analyse  des  réfractions. 
[**]  Chap.  II,  liv.  X,  tome  IV. 
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d'une  atmosphère  formée  de  couches  d'air  également  sphériqnes  et 
concentriques  à  la  Terre,  dont  la  densité  est  une  fonction  de  la  hauteur 
à  partir  de  sa  surface.  Ils  ne  tiennent  pas  compte  de  la  vapeur  aqueuse 
qui  est  mêlée  à  l'air  en  différentes  proportions  [*]  ;  mais  Laplace  re- 
marque que  son  équation  différentielle  de  la  réfraction  peut  toujours 
être  employée,  en  y  mettant  la  force  réfractive  au  lieu  de  la  densité,  et 
il  indique  l'influence  qu'une  Imniidité  extrême  dans  le  lieu  de  l'obser- 
vation peut  avoir  sur  la  réfraction  calculée  d'après  ses  formides. 

Le  raisonnement  de  Kramp  me  paraissant  le  plus  direct,  je  vais 
l'exposer  avec  quelques  modifications. 

La  lumière  étant  parvenue  en  m  au  sein  de  l'atmosphère,  à  la  dis- 
tance r  du  centre  de  la  Terre;  la  force  qui  la  dévie  est  dirigée  suivant 
la  droite  mO  menée  de  m  à  ce  centre ,  pourvu  seulement  que  l'atmo- 
sphère soit  décomposablc  en  couches  sphériques  d'égal  pouvoir  réfrin- 
gent dans  la  partie  où  passe  le  rayon  que  l'on  considère ,  et  que  ce 
pouvoir  croisse  quand  on  se  rapproche  de  la  surface  de  la  Terre. 

Soient  J7'  la  trace  sur  un  plan  quelconque  conduit  suivant  /?iO  de 
la  sphère  de  rayon  /•  concentrique  à  la  Terre;  et  -y /s  \aJorce  réfractive 
de  Laplace  à  la  distance  r,  p  étant  la  densité.  Décrivons  de  m  comme 
centre,  avec  les  rayons  z  etz  -t-  <^z,  deux  surfaces  sphériques  dont  les 
traces  sur  le  plan  jOy'  sont  les  circonférences  AB  et  CD  ;  partageons 
l'air  compris  entre  elles  par  des  surfaces  sphériques  concentriques  à  la 
Terre  ;  et  soient  MM'  et  NN'  les  traces  sur  jOj'  de  deux  de  ces  sur- 
faces dont  les  rayons  sont  supérieurs  ou  inférieurs  à  r,  de  x  et  de 
X  ■+■  dx. 

L'action  exercée  en  m  sur  la  lumière  par  l'air  compris  entre  ie.s 
quatre  sphères  AB,  CD,  MM'  et  NN',  peut  être  considérée  comme  pro- 
portionnelle à  son  volume  et  à  son  pouvoir  réfractif.  Or,  ce  volume  e><t 
exprimé  par  ■inzdz  dx ,  en  négligeant  un  infiniment  petit  par  rapport 

à  ce  produit;  et  ce  pouvoir  est  exprimé  par  yp  ±:  -—^  x  [**],  en  né- 

[*]  M.  Biot  a  beaucoup  insisté  sur  cette  circonstance  dans  son  Mémoire  sur  les 
réfractions  lu  à  l'Institut  en  i83(v 

[**]  Je  mets  le  double  signe  parce  que  je  suppose  c  positif  au  dedans  connue  jii 
ilehors  de  la  splière  r>'. 
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gligeant  Jes  puissances  supérieures  à  la  première  de  l'accroisseinent  x 
de  r,  ce  qui  ne  saurait  produire  une  erreur  sensible,  puisque  x  ne  peut 
surpasser  le  rayon  extrêmement  petit  de  la  sphère  d'action  de  l'air  sin- 
la  lumière.  Donc ,  si  l'on  observe  que  les  droites  menées  de  m  aux  mo- 
lécules qui  composent  cette  petite  niasse  d'air,  font  avec  mO  des  angles 

dont  les  cosinus  sont  sensiblement  égaux  à  rh  -,  et  qu'on  représente 

par  o  (z)  une  fonction  très-rapidement  décroissante  lorsque  z  croît  à 
partir  de  zéro ,  qui  devienne  nulle  pour  une  valeur  très-petite  de  z , 
on  a 


■ïT.xdx  [vp  z^  '^  -^  ]  ? (2)  dz 


pour  l'action  de  cette  partie,  les  signes  supérieurs  se  rapportant  au  cas 
où  elle  est  intérieure,  et  les  autres  à  celui  où  elle  est  extérieure  à  la 
sphère  j^j'. 

La  somme  des  actions  produites  par  deux  parties  correspondantes . 
situées  de  part  et  d'autre  de  jj',  est 

—  [^-x'^dx  ■  '-^4~  ■  o  [£)  dz  ; 

et,  pour  avoir  celle  de  l'air  compris  entre  les  sphères  AB  et  CD,  il 
suffirait  d'intégrer,  par  rapport  à  x,  depuis  o  jusqu'à  z-\-  dz;  mais 
on  peut  substituer  :;  à  cette  dernière  limite,  ce  qui  n'altérera  le  résultat 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même ,  de  sorte 
que  l'on  a 

Enfin,  l'action  totale  de  l'atmosphère  sur  la  lumière  parvenue  en  m, 
s'obtient  en  intégrant  de  nouveau,  par  rapport  à  z,  depuis  o  jusqu'à  z, 
(z,  étant  le  rayon  de  la  sphère  d'action);  ce  qui  donne 


-  2R 
en  posant 


rf(7p) 


kr.j%[z) 


■^dz=.K: 
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mais,  comme  on  admet  que  K  varie  très-lentement  par  rapport  à  /,  on 
fait  entrer  cette  quantité  sous  le  sijjne  de  différentiation,  et  l'on  prend 

dr     ' 


en  remplaçant  Ky  par  A;  ce  qui  revient  évidemment  a  ajouter  à  l'ex- 

d.Y, 

dr 


,    ,  ,  ,  .    ,  d.Y.  ,,  , 

pression  précédente,  la  quantité  —  27,'5-T-'  que  ion  regarde  comrnt- 


relativement  insensible. 

Equation  de  la  trajectoire  lumineuse. 

.">.  (^ela  posé,  le  principe  des  forces  vives,  qui  est   applicable  au 
mouvement  de  la  lumière,  entendu  ainsi,  fournit 

ld.^^  =  -y.'^dr: 

?.  ilr 

et,  en  intégrant  depuis  une  valeur  de  r  pour  laquelle  on  ait  (O  =  o  et 
\>  =  1^0 ,  il  vient 

^'  =  K>l  +  f^kp. 

Le  principe  des  aires  est  aussi  applicable,  puisque  ce  mouvemeni 
est  considéré  comme  produit  par  une  force  centrale,  et  l'on  a 


rsinj.)         V 


'-^-4-^ 


\h^. 


en  désignant  par  w  et  w,  les  angles  que  les  tangentes  à  la  trajectoire 
lumineuse  aux  extrémités  des  rayons  r  et  r,  font  avec  ces  rayons;  car 
les  distances  r  sin  w,  /',  sin  w,  du  centre  à  ces  tangentes  sont,  d'après 
un  théorème  connu,  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  corres- 
pondantes. 

L'élimination  de  w  entre  l'équation  (i)  et  l'équation  coniuu- 


l'orne  XIV.  —  NovEMiiRE  iS^g. 


/|8 
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clans  laquelle  9  est  l'angle  du  rajon  variable  /'  et  du   rayon  fixe  /•, 
aboutissant  au  spectateur,  donne 


I       7^' 
1;  sintd,  1/  1-1-4  — 

(3)  do=  V  » 


//         r^p\        '•!sin-w,  /         ,'fiPi 

Y  (  ' +  4-;|)  -  ^7î— ( '  +  4 -;;7- 


dou  se  déduirait  entre  /■  et  o  l'équation  polaire  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse ,  par  une  simple  intégration  de  fonction  d'une  seule  variable,  si 
l'expression  de  kp  était  connue  en  fonction  de  /•. 

Il   n'est   pas  possible   d'avoir    cette  expression,   mais  on  peut   du 
oins  reconnaître  que  4  -j 
^ffet ,  on  trouve  facilement 


moins  reconnaître  que  4  -j  doit  toujours  être  une  petite  fraction.  En 


/•sm  w 
r,  sin  W| 


en  sappuyant  sur  ce  que  l'indice  de  réfraction  relatif  au  passage  d'un 
milieu  A,  dans  un  autre  A„  est  le  produit  de  ceux  qui  se  rapportent 
aux  passages  successifs  de  A,  dans  A,,  de  Aj  dans  A3,...,  enfin  de  A„_, 
dans  A„,  et  en  désignant  par  /  l'indice  relatif  au  passage  de  la  couche 
sphérique  dont  le  moindre  rayon  est  r  dans  celle  où  il  est  r,  ;  donc, 
on  a,  d'après  l'équation  (1), 

(3  his)  4  :^  =  ,-2  _  , . 

/,  étant  l'indice  relatif  au  passage  du  vide  dans  l'air  doué  du  pouvoir 
réfringent  4  -^• 

Cette  équation  donne,  d'après  les  expériences  de  MM.  Biot  et  Arago  , 

4-^=0.000588768   environ   pour  de   l'air   sec,    à  la  température 

o  degré,  sous  la  pression  o'",76;  et,  si  l'on  étend  par  induction  à 
toute  hauteur  l'identité  de  composition  de  lair  constatée  pour  celles  où 
l'on  a  pu  s'élever  jusqu'à  présent,  il  résulte  des  mêmes  expériences 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  379 

que  A  est  constant,   quelle   que   soit  la  quantité  proportioMiieile  de 

vapeur  aqueuse  mêlée  à  l'air,  de  sorte  que  4^6st  [iroportioiinellc  à  la 

densité  p.  Donc,   ce   pouvoir  est  d  abord  fort  petit,  puis  décroît  a 
mesure  qu'on  s'élève. 

Enfin,  même  quand  on  n'admet  pas  l'identité  de  composition,  il 
paraît  infiniment  probable  que  le  pouvoir  réfringent  décroît  encore, 
suivant  une  loi  moins  simjilt'. 

Il  est  utile  de  remarquer  que,  dapres  cela,  la  dérivée  /|  -/^(";:t)  <">' 

toujours  négative,  très-petite  en  valeur  absolue,  et  décroissante;  ce 
que  Ton  rend  sensible,  en  se  figurant  la  courbe  dont  les  abscisses 

seraient  les  valeurs  de  r,  et  les  ordonnées,  celles  de  4  -;7  respectivement 

correspondantes. 

Diveises  jonnes  de  l'cùjiiatiun  de  la  réfraction. 

4.  <Je  qui  importe,  ce  n'est  pas  de  connaître  la  forme  d'un  rajun 
de  lumière  [*],  mais  bien  la  réfraction  relative  à  un  astre  vu  daii^ 
une  certaine  position,  et  il  est  permis  de  prendre  pour  cette  réfrac- 
tion, même  lorsqu'il  s'agit  de  la  Lune,  la  somme  des  flexions  que  le 
rayon  éprouve  dans  l'atmosplière ,  en  négligeant  le  diamtirc  :i|)paieiil 
de  cette  partie  de  la  trajectoire  vue  de  l'astre. 

5  représentant  l'angle  variable  que  la  tangente  à  la  Irajecloiie  fait 
avec  le  prolongement  du  rayon  /•,  il  s'agit  donc  de  calculer  l'intégrale 
de  dS  depuis  /•  =:  r,  jusqu'à  /•  =  r,,  /•_,  étant  la  valeur  de  /  correspon- 
dante à  la  limite  de  l'almosphére. 

On  peut  déduire  de  la  relation  évidente 

(4)  5  =  9  +  ^, 

de  l'équation  (1)  et  de  l'équation  (a  ,  qui  est  préférable  à  l'équation  (3j 
en  raison  de  sa  simplicité,  plusieurs  expressions  de  r/5 


r*^  N'owton  paraît  s'y  l'tri-  attaolir.  'Mi'IUiiIk'  c!c  M.  Biot 
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i".  On  tire  de  l'équation  (i) 

sin  cd  dr  -\-  cos  w .  /■  </oo 


■^di'^\ 

•      ,(h\ 

1      ,  ^I-.p.    ~  \<) 

=  —  /•,  smw,  y  1  H-  4-4- 3  =  - 

\<J 

■-4i| 

de  l'équation  (a) 

sin  «  (7/-  =  cos  (ïi.rd<f, 

e\  de  l'équation  (4) 

</w  -+-  d(f  =  </9; 

donc  on  a 

2tangwrf  \-r\ 

(51                               de-                ^""^ 

i  +  4;;f 

puis ,  en  remplaçant  tang  «  par  la  valeur 

-'  sin  6,  \/  I  +  4  -^ 

'•                V                    "o 

l/n-4-^  — ^sin'O,  (1  +  4-:^ 
V  '0        '"  \  '  „ 


qu'on  tire  de  l'équation  (i)  en  écrivant  5,  au  lieu  de  w,,  puiscpie  ces 
deux  arcs  sont  égaux,  il  vient 


(6  ^6:=-  ^  "«         ^""Z 


(.  +  4^)\/^^(.  +  4^)-'-;.s-ô.(.+4^) 

les  radicaux  devant  être  pris  positivement  afin  que  d^  soit  positive. 

■1".  Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (5    tang  w  par  sa  valeur  (,<), 
on  a 


1  +  4^ 
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qui  se  réduit  à 

en  supposant  A  constant,  et  qui,  suivant  M.  Biot,  a  été  employée  par 
Newton. 

3°.  Enfin,  si  l'on  remplace,  dans  l'expression  (7),  ^ç<  par  sa  valetn 
tirée  de  l'équation  f/j^,  on  trouve  encore 


H--i-2'---rH 

i''  fir  I  V 


Iiitd^iation  de  l  lit/uation  [6).  —  Hauteurs  apparentes  supérieures  à 
10  degrés  ou  même  à  i5  degrés. 

5.  Lequation  (6),  ou  du  moins  celle  qu'on  en  déduit  par  le  chan- 
gement de  k  en  k,,  se  trouve  intégrée  dans  la  Mécanique  céleste,  pai 
le  développement  en  série.  Le  premier  terme  de  la  série  ne  dépend 
que  de  données  relatives  à  la  station  de  l'observateur,  et  il  est  démoiUré 
que  les  suivantes  n'ont  qu'ime  très-petite  influence  quand  la  distance 
zénithale  5,  ne  sur[)asse  pas  78  degrés  [*|.  La  brièveté  de  cette  exposi- 
tion ne  me  permet  pas  d'entrer  ici  dans  le  détail  du  calcul. 

Voici,  à  peu  de  chose  près,  comment  M  Biot  a  traité  h-  même 
sujet. 

Soit  'j'  la  valeur  de  v)  corresponilanle  à 

',),  ==5,  =  90°, 
•  t  (pu  varie  seuleaient  avec  /•.  On  a,  d'après  l'équation    t, . 


,  iS  his)  sin  w'  ==  -'  •  — .  • 


(*)  Ce  cas  d'approximation  av.iit  été  signalé  par  Ot\an\  {Éphèmériile.%  ée  Milan, 

-88. 
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lie  laquelle  il  résulte  d'abord  que  r  y  i  -i-  4  ^r  coït  avec  /,  bien  que 

4  -Y  diminue  en  même  temps,  car  l'observation  exclut  en  général  des 
trajectoires  sinueuses,  de  sorte  que  o)'  diminue  constamment  depuis 
90  degrés.  L'équation  (i)  se  réduit  à 

sin  M  =  sin5|  sin  w', 

et  en  chassant  tangoj  de  l'équation  (5)  au  moyen  de  cette  expression 
de  sin  o) ,  on  a 

2tâng9,.sintp)'.rf  I  — f  j 

r/5  =  - ,  ^"'^   — 

I  I  -I-  4  -r  )  V^'-l-tang'^iCosw' 

que  M.  Biot  met  sous  la  forme 

2  tang  6, .  sin  m'  .  rf  1  — f  1 


(9) 


,      •       -  ,    7 1  ^  P  ' 

2taDg^G,.sinw  .cos  M  .rfl  — t-  1 


I  (  '  +4    j  )  ('  +  tang^S.cos'w'  ~- \/ 1  -h  tang'6,  cos-w') 

1°.  Il  pose  alors 


n 


v/.+4^ 


[*]  On  y  est  conduit  lorsqu'on  essaye  de  décomposer  le  coefficient  de  '^  (-r)  ^" 
une  somme  de  deux  fractions,  dont  l'une  soit  rationnelle;  si  l'on  égale  pour  cela  ce 
coefficient  à 

2  tang  9,  sin  m'  A 


.A_—t  ^i -h  tang"6,  cos'w' 


on  tire  effectivement  de  cette  égalité 

2  tan"  9.  sin  m' 


,  kl, 

»  +  4-f 


(,V  '  -i-  tang-  9:  cos-  a 
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de  sorte  que  le  premier  terme  de  cette  expression  de  dS  devient 


-  2  tango,  y  I  +4^— ' 

en  vertu  de  l'équation  (8  bis)  ;  et  l'intégrale  de  ce  premier  terme,  prise 
depuis  p  =  pi  jusqu'à  p  :=  o,  se  ramène,  au  moyen  de  l'intégi-atioii 
par  parties,  à 

en  remplaçant  '-^  par  sa  valeur J^  ■  -t.,   déduite  de  l'équation 

d'équilibre  des  couclies  de  l'atmosphère,  qui  est 

et  de 

P,  =gp<i- 

L'intégrale  non  encore  effectuée  tombe  évidemment  entre 

/     i  —  •  (5,  •  —  =  —  ■?.  -~  ■  moy  (t-)  •  •  •  (limite  inférieure 
et 

dp 


n-4-^-Hyi+4-;:f- 

,  X,  0, 

uioy  (-r-|  ■  •  •  (limite  supérieure); 


.+4-^^  +  ^1+4-;^ 
donc,  celle  du  premier  terme  dont  il  s'agit  est  comprise  entre 

=  IV,  tang 5,... (limite  supérieure^ 
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et 


=  R,  tang 5,... (limite  inférieure). 


2°.  Le  facteur 

2  tang^Ôi.sinw' 


\    "'"^7^)  (n- tang-S,  cos'&)'4-  y/i  -f- tang-9,  cos-m') 

du  second  terme  de  l'expression  (g)  de  dO  tombe  entre  tang^ô,  (limite 
supérieure),  et 

2  tansr'fli  .sinu',  n-     -^     •    r    •  v 
2 î (limite  intérieure), 

(  I  4-4~r^)  ('-♦-  tang'9,.cos'w',  +  y/n-  tan^S,  cos'm',) 

Wo  étant  la  valeur  de  w'  qui  répond  à  o  =  o;  car  w'  décroit  depuis 
-•  L'intégrale  de  ce  terme,  prise  depuis  p  =  p,  jusqu'à  p  =  o,   est 

cos°  oi'  .di-tj  par  une  quantité  comprise  entre 


ces  deux  limites. 

Or  on  a 

COS^  Oi' 

/  '{■■p. 
.  1  +  4^ 

r]                v] 

r'           ,    ko 

d'après  l'équation  (8  bis),  et, 

par  conséquent , 

cos-  «'  <  2  (  I 

r)         r;                 ,/-,o, 

•  +  4-T- 

> 


(■-^)(--7)-^(^-^)- 


/■„  désignant  la  valeur  de  r  correspondante  à  jS  =  o  ;  puis  l'intégration 
par  parties  donne 

r?-(^)=-M-^'"-a)]' 
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en  remplaçant  -^  par  la  valeur  déjà  employée  dans  le  calcul  précé- 
dent. Donc,  eu  égard  aux  signes,  il  vient 

et 

/,p,  ri/         r\l  /A\         /!,f,l 


de  sorte  qu'en  multipliant  respectivement  les  seconds  membres  de  ces 
inégalités   par  la   limite   supérieure  et    par    la   limite    intérieure   du 

coefficient  de    /     cos*  w'.  d  i  -Ç\ ,  on  a 

-2  tangue,.  ^1   '-.  moy  i^j^  —  ^^ ^^  1  =  -  R,  tang»  5, , 


et 

4  tang"  6, .  sin  w  j  •  — j- 


1  i-h^-—]  (n- tangue,  cos'u',  +  v'i-l-  tang'O,  cos'm',) 


F'/        '■\'            /*\      *.Pi"l 
-     'H —  |-mov    -  1 r-     =  — R,tans;  i  , 


pour  deux   limites,  la  première  inférieure  et  la  seconde  supérieiue, 
de  l'intégrale  du  terme  dont  il  s'agit. 
3°.  D'après  cela, 
R(,_  >  R,  tang  e,  -  Rjtang'  0,     et     R,^  <  R',  tang  6,  -  R„  tang'  5,, 

et  l'on  prendra 

„  R, -4-R'  .  R:  +  R'  ,  , 

(lo)  1^9,= — 5 — taug&, — tang='5,, 

afin  d'avoir  ime  erreur  moindre  que  la  demi-différence  des  seconds 
membres  des  inégalités  précédentes. 

Pour  traduire  cette  formule  en  nombres,  on  remplace  mov  (  —  )  par  i . 
—ce  qui  revient  à  supposer  invariable  le  coefficient  k\  et  n'est  d'une  exac- 

Tome  XIV.  —  Novehbiie  1849.  '9 
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titiidebien  constatée  que  pour  les  hauteurs  jusqu'auxquelles  on  a  pu 
s'élever  ;  mais  l'erreur  provenant  de  cette  substitution  dans  les  calculs 
de  R,,  Rj.  R'^  et  R\  est  certainement  très-atténuée ,  s'il  y  en  a  une,  par 
la  petitesse  relative  des  facteurs  qui  multiplient  la  moyenne  de  -j-  qu'il 
faudrait  prendre  si  A'  était  variable. 

On  détermine  -^  par  l'équation  (3  bis),  à  l'aide  d'une  Table  d'in- 
dices de  réfraction,  en  tenant  compte  des  indications  météorologiques 
recueillies  au  moment  où  l'on  a  observé  la  distance  apparente. 

On  prend  pour  /  la  valeur  qui  se  déduit  de  ^,  =  gp,Z  d'après  ces 
indications,  en  remplaçant  g  par  la  valeur  de  la  gravité  au  lieu  de  l'ob- 
servation ;  et  pour  /-j  la  valeur  de  Delambre,qui  est  la  plus  générale- 
ment admise. 

Enfin,  l'angle  u'.,  se  déduira  de  la  formule  (8  bis)  en  y  faisant  |(/  =  o, 

r, 
/■:=/•.,    et  —  =   !  ,01  122. 

r, 

M.  Biot  a  trouvé  ainsi  qu'à  la  température  lo  degrés  et  sous  la  pres- 
sion o'",762  la  limite  d'erreur 

— tang5|  H i  tangos, 

était  inférieure  à  o", 3  jusqu'à  74  degrés  de  distance  au  zénith,  et  qu'elle 
devenait  supérieure  à  1  secondes  vers  80  degrés. 

Il  a  constaté  d'ailleurs  une  concordance  assez  parfaite  entre  quel- 
ques réfractions ,  calculées  d'après  la  formule  (10),  et  les  réfractions 
correspondantes,  prises  dans  la  Table  de  M.  Ivory,  ou  dans  celle  qui 
est  publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes  [*]. 

Intégration  de  l'équation  {S).  —  Règle  de  Bradlej.  —  Quadratures. 

6.  D'après  les  remarques  qui  terminent  l'article  3,  le  coefficient 
de  f/oj  dans  l'équation  8)  est  renfermé  dans  des  limites  assez  étroites 
pour  que,  si  l'on  désigne  par  —  une  moyenne  convenable  de  ce  coef- 
ficient ,  on  ait 

R„  =  —  —   /     d'ai  =  —    /     d(ù , 

[*]  Elle  a  été  calculée  par  MM.  Bouvard  et  Arago,  d'après  les  formule*  de  Laplacc. 
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avec  une  assez  grande  approximation;  or,  on  tire  de  réquation  (i), 

w  =  arc  sm  I  — ^—  •  sin  v , 


f 


'  \/'  +  4 


/i 


donc  il  vioDl 


d'où 

m  sin  9,  =  sin  (^5,  —  a  ?/R,^  j , 


en  représentant  -  \/  '  +  4  "T"  P''»'"  '"î  ♦'^  '  o"  ^'''^  de  là,  par  un  cairui 

facile . 

(Il)  tane    «R,,  =  |^  taiig(5,  -  «R,  ), 

pins  I  équation  du  deuxième  degré 

lang- .  n  R.  +  ; — ; — rr — .  ■  tane  .  n  R. =  o, 

dont  les  racines  sont  réelles  et  île  signes  contraires,  car  — ■ — -  >  ... 
Celle  qui  est  positive  et  qui  répond  seule  à  la  question ,  donne 

I  tang  .  «R,,  =  -^-  tango,  -  '-^ ■■  tang'  5. 

(i — m')-[\  —  m)  -, 

^  (77 ta"g  5.  -  .    .  : 

et  il  est  assez  remarquable  que  les  deux  premiers  termes  de  cette  série 
soient  précisément  de  même  forme  que  ceux  de  la  valeur  (^io)deR^  . 
En  remplaçant  tangwR^  par  l'arc,  on  a  l'expression  indiquée  dans 
VA stronomie  théorique  et  pratique  (\o\.  I,  chap.  XIII,  n°  a5). 

I,e  coefficient,  dont  la  moyenne  valeur  convenable  a  été  représen- 
tée par  —  — >  ne  dépend  pas  de  S,,  de  sorte  que  n  doit  conserver 
la  même  valeur  pour  toute  distance  apparente  au  zénith  ,  et,  d'ailleurs, 

49- 
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m  est  dans  le  iiiènie  cas;  donc  il  est  possible  de  déterminer  ii  et  m  par 
un  certain  nombre  d'observations,  et  ensuite  l'une  des  formules  (ii) 
ou  (12)  fournira  une  valeur  approchée  de  R^ .  Je  reviendrai  sur  ce 
sujet  à  la  fin  de  cette  Thèse. 

I^'équation  (r  i)  renferme  la  règle  de  Rradley  ;  car  si  l'on  y  remplace 
tang  7;R^  par«R^  ,  ce  qui  ne  peut  entraîner  qu'une  légère  erreur  lorsque 
li  Rç    est  un  arc  assez  petit ,  on  en  déduit  que 

«  Dans  un  même  état  de  l'air,  les  réfractions  à  diverses  distances 
»  apparentes  du  zénith  sont  proportionnelles  aiuc  tangentes  de  ces 
»  distances,  diminuées  du  produit  de  la  réfraction  par  un  coefficient 
»  constant  [*]-  » 

Cet  astronome  y  a  été  conduit  par  une  voie  bien  différente  :  «  Halley. 
»  dit  M.  Riot  [**],  ayant  remarqué,  d'après  la  Table  qu'il  publia, 
»  en  1 72 1  ,  sous  le  nom  de  Newton  ,  que ,  pour  des  distances  zénithales 
>y  apparentes  peu  considérables,  les  réfractions  étaient  à  peu  près  pro- 
»  portionnelles  aux  tangentes  de  ces  distance»;  Rradley  eut  l'heureuse 
M  idée  d'introduire,  sous  la  caractéristique  tang,  un  midtiple  des 
>>  réfractions,  et  de  le  déterminer  de  manière  à  pouvoir  tirer  de  la 
»  formule  celles  que  des  observations  très-précises  lui  indiquaient.  » 

Des  formules  qui  offrent  une  grande  analogie  avec  l'équation  (11) 
ont  été  obtenues  de  différentes  manières  par  plusieurs  astronomes, 
soit  en  supposant  une  atmosphère  de  densité  moyenne,  comme  Cassini, 
soit  un  pouvoir  réfringent  constant  [***];  et  Laplace  a  fait  sortir  cette 
équation  d'une  hypothèse  purement  analytique,  en  remarquant  que 
son  équation  différentielle  de  la  réfraction  (différant  seulement  de 
l'équation  (6)  par  la  substitution  de  k,  à  k)  deviendrait  intégrable  si 
l'on  avait 


m'  étant  une  constante. 


[*J  Astrunomic  physi<jiic  Ae  M.  Bicit. 
f**]  Astronomie  physique  àt'^X.  Biot. 
i***  I  Astronumic  tliroriqm  it praliffui:  (1<-  Uilaiiibre. 
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Or,  Newton  avait  finalement  adopté  une  constitution  atmosphérique 
d'après  laquelle  la  température  ne  varierait  pas  avec  la  hauteur,  et 
l'hypothèse  de  Laplace  conduit  (n°  7)  à  des  températures  décroissantes 
en  progression  arithmétique  pour  des  élévations  équidifférenles,  ce 
qui  ne  parait  pas  moins  inadmissible  cpie  1  hypothèse  de  Cassini.  ou 
que  celle  qui  lui  a  succédé. 

En  conséquence,  l'exactitude  relative  de  la  règle  tle  IJradlt  y  ,  em- 
ployée pour  construire  la  Table  de  Lalande,  et  dont  on  se  sert  encore 
aujourd'hui  pour  des  observations  de  premier  ordre,  semblerait  être 
un  fait  singulier,  si  l'on  ne  voyait  qu'on  y  parvient  sans  supposer  telle 
ou  telle  constitution  atmosphérique. 

Elle  tombe,  du  reste,  en  défaut  |)our  des  distance>  zénithales 
considérables. 

M.  Biot,  dans  la  troisième  partie  dt-  son  reiiiar(|uable  .Mémoire  sur 
les  rétractions,  a  montré  que  l'on  peut  obtenir,  avec  un  degré  siiflisaul 
d'approximation,  celles  qui  répondent  à  toute  distance  zénithale,  en  se 
servant  de  l'équation  [  8),  et  après  avoir  adopté  une  constitution  alino- 
sphérique  particulière,  comme  l'ont  fait  tous  ceu.\  qui  ont  traité  le 
problème,  du  moins  pour  les  grandes  distances.  Pour  cela,  il  faut 
prendre  un  certain  nombre  de  valeuis  de  -j-  échelonnées  depuis  -^' 

jusqu'à  0,01  -  —-par  exemple,  puis  calculer  les  valeurs  de  /  corres- 
pondantes, d'après  les  équations  qui  expriment  la  constitution  atmo- 
sphérique admise,  celles  de  m',  d'apn-s  la  formtde  '8  his^,  ou  mieux, 
d'après 

,/*,p,         XpV 

COlailfi-  'W  =  ~ r  — ^ — ; 

r;  r;  ,  /-,  p, 

que  l'on  en  lire  iacilement:  et  celles  de  -,> .  d'après  les  étpiatioiis  i> 
et    8  his)  qui  donnent 

coluiit;'  u'  ,  , 

cotans"  '*)  =;  — ^■— 7,--     •   colaiiif  j,. 

Ensuite,  si  a,,  7.,  a,,...,  sont  les  valeuis  de  -^  que  l'on  .1  privs 
preinieiement ,    o), ,  w^ .  u, ,....  celles  de  '^  qu'on   a  obleruu^  cmnit- 
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il  vient  d'être  indiqué,  et  il, ,  i>o,  Û3  ,•••,  celles  que  l'on  trouve  pour  le 
coefficient  de  dw  dans  l'équation  (  8) ,  en  faisant  —  (  -7  )  <?gal  à  a^  —  a, 
pour  avoir  12,  ,  à  «3  —  a^  pour  avoir  i>.,,  etc. ,  on  pose 

0  =  12,  +  A(w  -  w,)  +  B(w  -  w,)% 

A  et  B  étant  déterminés  par  les  conditions  que  12  =^  â.^  puis  12  =  Ù^ 
pour  Ci  =  oj,  et  M  =  &)3 ,  et  l'on  tire  de  là ,  en  intégrant , 

/      i2f/u  =  Ù,  («3  —  M,)  +  -  A  («3  —  w,)'-  -I-  2  B(w3  —  oj,)' 

pour  la  partie  de  la  réfraction  Rg,    correspondante  au  passage  de  la 

lumière  de  la  couche  où  ^  =  a.  à  celle  où  se  trouve  l'observateur. 

Par  ce  procédé,  M.  Biot  a  trouvé  une  valeur  de  la  réfraction  hori- 
zontale inférieure  de  moins  que  i",3  à  celle  qui  a  été  donnée  par 
M.  Ivory,  d'après  une  constitution  atmosphérique  hypothétique  dont 
je  parlerai  dans  l'article  suivant;  et  cette  différence  est  peu  sensible, 
eu  égard  à  la  grandeur  de  cette  réfraction ,  qui  dépasse  34  minutes. 

Des  hauteurs  apparentes ,  inférieures  à    1 5  degrés.  —  Formule 
empirique  de  Laplace. 

7.  L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste  est  parvenu  à  une 
formule  empirique  pour  les  distances  zénithales  considérables,  en 
s'appuyant  sur  des  considérations  que  je  vais  exposer  succinctement. 

1°.  Si  l'on  admet  que  la  densité  de  l'air  soit  constante  dans  l'atmo- 
sphère entière,  et  qu'elle  varie  seulement  à  sa  limite,  l'équation  (6)  , 
dans  laquelle  on  ferait  A  =  k, ,  s'intègre  facilement,  et  l'on  déduit  de 
l'intégrale  une  valeur  de  R- ,  trop  petite  de  plus  que  ses  o,5  par  rap- 

•2 
port  à  celle  qui  résulte  des  observations  astronomiques. 

Cette  hypothèse  revient  à  celle  de  Cassini. 

2°.  La  supposition  d'une  température  constante  se  confond  avec 
celle  de  la  pression  proportionnelle  à  la  densité  à  laquelle  Newton  avait 
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fini  par  s'arrêter,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué,  et  d'après  laquelle  d  a 
calculé  la  Table  publiée  par  Halley  [*]. 

Il  en  résulte  des  densités  décroissantes  à  tres-peu  prés  en  progression 
par  quotient  poiu*  des  élévations  équidifférentes.  Car  en  joignant 

(pie  l'on  a  seulement  avec  une  température  constante,  aux  équations 

(pie  l'on  a  toujours,  on  trouve  facilement 
?  =  7"(7)- 

doù.  en  inl(''f;rant , 

C  désignant  une  constante  et  s  l'élévation  toujours  assez  pt- titc  relati- 
vement à    /  ;    de  sorte  que,  abstraction  faite  de   la   fraction  —  •   (elle 

équation  fournit  bien  des  valeurs  de  f>  décroissantes  en  progression 
par  quotient  lorsque  ■  et  ;•  croissent  par  degrés  égaux,  et  que,  par 
suite  ,  /•  —  ■?.  z  décroit  de  la  même  manière. 

Pour  que  ^'=^p,  réponde  à  r=r,,  il  faut  prendre  C  =  p.f  ',  et  en 
posant 

on  a 

(  I  a  his)  4  =  (5 ,  e      '  . 

.\prés  avoir  remplacé  (>  par  cette  valeur  dans  l'équation  (6  i  .  ou  \\ 
écrite,  au  lieu  de  A,  La|)lace  ramène,  par  divers  développements  en 
série,  la  détermination  approchée  de  l'intégrale  de  cette  équaHori  à 

[*]  On  ne  connaissait  pas  bien  .i  répo(iiic  de  Newton  les  lois  il«-  la  ililatatini)  des 
gai,  (le  sorte  (jiie  cette  rninciilnicr  lui  a  ocliappc. 
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celle  de  Tintégrale  définie  /  e  dt,  T  étant  une  quantité  qui  de- 
vient infinie  pour  5,  =  -,  et  il  parvient  à  une  valeur  de  R-  trop  forte 

de  plus  que  ses  o,  1  a  ;  d'où  il  conclut ,  par  comparaison  avec  le  résultat 
déduit  de  la  supposition  d'une  densité  constante,  que  la  densité 
décroît,  en  réalité,  moins  rapidement  que  ne  l'indique  la  for- 
mule (12  bis). 

3°.  L'équation  (6)  de  cette  Thèse  devient  intégrable,  sous  forme 
finie ,  comme  celle  de  la  Mécanique  céleste  ,  qui  lui  est  analogue , 
par  l'hvpothése 

(l-3)  L: 

r 

peu  différente   de  celle  que  j  ai  rappelée  au   n°  o. 
Elle  se  réduit  effectivement,  d'après  cela,  à 

(i4)  di=- 

si  l'on  pose 


En  intégrant  l'équation  (i4)depniss=sin5,  qui  répond  à&=p,  jusqu  à 

sin  6  .      ,         j   , 

—  qui  repond  a  p  =  o ,  on  a 


(-4^) 


(i5)  R,  =  — r 5,  —  arc  sin 

^        '  9,  o  m'  —   il 


r  sin  6,  1 


d'où  l'on  tire  l'équation  déjà  obtenue 

m  sin  5,  =  sin  (5,  —  2«Rs,), 
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en  posant  encore 

I 

m 

2  m   —  I  =  a  «  .      et        i  +  a  —f-  ]  =  —■ 

\  "l  I  "> 

et,  conséqiiemment,  l'hypothèse  dont  il  s'agit  conduit  à  la  règle  de 
Bradley,  en  partant  de  la  formnle  (6). 

L'équation  (i3)  conduit  à    trois  conséquences  qui  caractérisent  la 

constittition  atmosphérique  correspondante.   Si   l'on  remplace  —  par 

la  valeur  qu'elle  fournit,  dans  l'équation  d'équilibre  de  l'atmosphère 
mise  sous  la  forme 

p.  /     p,  \rj 

puis  qu  on  développe,  v\\  négligeant  les  puissances  et  les  produits  de-^ 
et  de  -^ ,  on  obtient 

I'      p; 

après  avoir  intégré  de  manière  que  (S  =  o  donne  p^=  o,  etdéternunt 
m'  par  la  condition  que  p  =  p,   donne  p  =  p,  ,   ce  qui  exige  que 

7  •  2  -~-  ni  =  I  ; 
donc  la  pression  serait  proportionnelle  au  carré  de  ta  densité.  Si  l'on 


dp 
m  ,  ei  qu  un    riiiiiiiif 

d'équilibre,  il  vient 


différentie  l'égalité  (  i6\  et  qu'on   éhmine   —   au  moyen  de  l'équation 


puis,  en  intégrant  de  manière  que  p—  p,  réponde  h  r=  ;,, 


r,      r  —  r, 
2?  r 


et  Ion  a,  en  remplaçant  r  par  r,  dans  le  dénominateur, 

,    ,  .  -   —  or  —  r, 

iib  his^  ^  =  -— — , 

p,  2< 
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d  après  laquelle  la  densité  décroîtrait  en  progression  arithmétique  poui 
des  éléi'ations  équidijjérentes.  Enfin,  de  l'éqiintion  connue 


dans  laquelle  a  est  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air,  et  qui  suppose  la 
tension  de  la  vapeur  aqueuse  nulle  ou  proportionnelle  à  la  pression  ; 
t  et  ?,  étant  d'ailleurs  les  températures  correspondantes  aux  densités  p 
et  (î, ,  on  tire,  d'après  les  équations  précédentes. 


1  —  '". 


(17)  t=t,- 

de  laquelle  il  résulte  (jue  la  température  suivi  ait  la  même  loi  que  la 
densité. 

La  loi  donnée  par  l'équation  16)  est  infirmée  par  l'observation; 
léqnation  (16  bis)  fournit 

/  —  r,  ^  il  =:  i65oo  mètres     pour     p^o. 

tandis  que  la  hauteur  de  l'atmosphère  est  certainement  plus  que  qua- 
druple; et  l'équation  (l'y)  indique  une  élévation  de  Sg  mètres  seule- 
ment à  partir  de  la  surface  de  la  ferre,  en  supposant  <,  =:  10  degrés, 
comme  correspondante  à  un  abaissement  de  température  de  i  degré , 
tandis  que  l'observation  en  indique  une  à  peu  près  triple.  En  outre , 
l'équation  de  condition 

7  •  2  — j-  •  m  =  1  , 

et 

n  =  nr , 

2 

donnent  pour  n  le  nombre  3,89,  et  il  en  résulte  une  valeur  de  la 
réfraction  horizontale  trop  petite  de  plus  que  ses  0,1 5. 

4".  Les  deux  modes  de  décroissement  de  la  densité  résultant  des 
formules  12  bis)  et  (16  bis)  ayant  donné  deux  valeurs  de  la  réfraction 
horizontale',  l'une  trop  forte  et  l'autre  trop  faible,  on  est  conduit  à 
essayer  un  mode  de  décroissement  mixte  A  étant  remplacé  par  k,  dans 
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l'équation  (6),  elle  devient  d'abord 

-  ) 


I  —  2p|i  —  ^j     \/cos'6,  —  2p|i— ^  J  +  i(2  — j)sin  <i 
en  posant  comme  précédemment 

et,  de  plus, 

ï  j- 

, /!-,p,  ~  ^' 

t  +4-4-^ 

puis 

sin6,.p.rfK  J 


:6M        rfô  =  - 


(.-P)y/cOS>0,-2p(,-^^ 


24 


en  remplaçant  i  —2^(1  —  -)   par  la  moyenne  arithmétique  de  ses 

valeurs  extrêmes,  et  en  négligeant  respectivement  s ,  s-  et  —  a.vcos-  5, 
par  rapport  à  i.  i^  et  cos^Ô,. 
I^aplace  fait 

u 

(.8)  .-p(i-^)  =  «     et     p  =  p.(i+>)e    '', 

ce  qui  ramène  l'équation  (6  bis)  à 


r/9  = 


r^.sinO,.  /i_/  +  ^\t     '  ^/« 


(1  P)  v/cOS'e,  +2« 

et  en  posant  encore 

cos*  6 ,  -H  .A  M  =  ^y   '  '  : 
il  obtient  enfin 

,,        SsinO,      /2     /  .       /cos  '. 


5o  . 
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dont  l'intégrale  prise  depuis  «=  o  qui  répond  k  p  =  p,,  jusqu'à  «=00 

qui  répond  à  p  =  o,  est 

(.9)     B,=£^v/i(.-i/-/<;).H'(M  +  ^fï:0.^ 

en  posant 

^  =  ^,     et       r  e-''dt  =  e-'~W{t,). 

Ea  valeur  de  R^  ne  dépend  plus,  d'après  cela,  que  d'une  simple  qua- 
drature; mais  il  faut  déterminer  les  deux  paramétres  J  et  J  '  qui  ont 
été  introduits,  au  moyen  de 


\=rh^^'-{'-ij)- 


et   d'une   autre  équation   que  l'on   trouve  en    combinant  les  équa- 
tions (18)  avec  celle  de  l'équilibre,  ce  qui  donne 

(-)  ^  =  r|rp7  +  [/'^' +/)+>]  ^~^1' 

puis,  comme  p  —  Pt  doit  répondre  à  p  =  p,  et  m  =  o, 

Les  valeurs  de  J  et  J '  étant  ainsi  fixées,  les  équations  (19),  (20)  et 
'  "^  "    =  ^' ,  en  fournissent  pour  R,  ,  p  et  ï,  qui  s'accordent  d'une 

manière  satisfaisante  avec  les  observations  astronomiques  et  autres,  et 
avec  les  conséquences  de  la  loi  du  mouvement  diurne. 

J litre  manière  de  parvenir  à  une  formule  empirique  de  la  réfraction. 

8.  Les  deux  constitutions  hypothétiques  entre  lesquelles  on  est 
conduit  à  penser  que  la  constitution  réelle  de  l'atmosphère  se  trouve 
comprise  correspondant,  l'une  à  des  pressions  proportionnelles  aux 
densités,  et  l'autre   à  des  pressions  proportionnelles  aux  carrés  des 
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densités,  il  semble  rationnel  de  poser 
(21J  /)  =  '//,/s  -1-  in.,f,- . 

dans  laquelle  m,  et  m,  sont  des  paramètres  qia  doivent  satisiaire  à 

et  à  une  seconde  équation  de  condition  que  M.  Biot  présente  smis  la 
forme 

IJ.  étant  un  coefficient  variable  d'un  lieu  a  un  autre,  et,  dans  un  même 
lieu,  avec  le  tem|)s,  qui  dépend  de  l'état  météorologique  à  la  station 
de  l'observateur,  et  même  de  cet  état  à  une  certaine  hauteur  [*]. 
D'après  les  équations  (22)  et  (a3),  on  a 

(24)  "h  ^^  ~  {-i  —  H-) ,         M,  =^-,p. -I. 

On  tire  de  l'équation  121), 

dp  —  {irit  ■+-  :>.ni.,p)df,, 

et  l'élimination  de  dp.  entre  cette  équation  et  celle  de  l'équilibre, 
donne 

,  do  r-  ilr 

[m,  +  -1  /«,  /i)  -^  -(-  g  -jr  —  o  ' 
dont  l'intégrale,  prise  de  manière  que  p  =  p,  réponde  a  1  ~  1 ,,  t-^i 

1^23)  m,.\0g(^^j  -+-  2//J,(f.,  -  p)-  g''^'~''^  =  0. 

Le  logarithme  népérien  contenu  dans  cette  équation  conduit  à  taire 

(a6)  p=f,,e~"; 

alors  l'équation  (21^  devient 

•îtbis,  ^  =  {-i  ~  iJ.)e-"-h{{x-  i)e-'% 

5 
[*]  Mémoire  déjà  cite;  M.  Ivorv  a  pris  moyennement  u  =  y  ■ 

4 
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et  l'équation   aS)  donne 

(25  bis  )  7  =  [ [{2  —  y-)«  +  2(  y.  —  i)  (i  —  fi~"l) 

fl'apres  Téqnation  (a4  ,  en  remplaçant  — ^  par  /. 
Enfin  on  prend,  comme  à  la  page  396, 

pour  déterminer  la  température  à  une  hauteur  quelconque,  en  faisant 
abstraction  de  la  vapeur  aqueuse  contenue  dans  l'air,  ou  en  supposant 
sa  force  élastique  proportionnelle  à  celle  du  mélange ,  ce  qui  revient 
au  même. 

La  substitution  des  expressions  de  '-  et  de  j  =  i '-■,  qui  se  dé- 
duisent des  équations  (26)  et  ;_25  bis),  dans  réquation  (6  bis.,  fournit 

„,  ,,         S  sine,  e-'du 

I  —  P     v'icos-  9,  -f-  A^  +  Bji  —  A e-" 
en  posant 

^  f/.  -  0-  2,S  =  A 


et 


-(2  -  u.)=B 


et,  pour  avoir  la  refraction,  il  faut  intégrer  cette  valeur  de  r/5  depuis 
?/  =  o  jusqu'à  M  =  ce  ,  ce  que  M.  Ivory  a  fait  par  un  procédé  parti- 
culier. Un  calcul  semblable  à  celui  qui  se  trouve  développé  dans  la 
Mecanicjue  céleste,  pour  une   intégration  analogue  que  j'ai  dû  me 

[*]   A  =r  o ,  0006682 ,   B  =  0,001 884'/  c'  p  =  0,35454  environ,. 


en  prenant 

5 

•=4' 

/=8o 

et  en  calculant  2  ^  d'après 

2S  = 

1-^4-T- 
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coritenfer  de  citer  au  coniinencement  du  ii"  4,  dornie 


3       jA 


'«)  «-.=  ^l'"'- "■=  B  ^"' ."-5*..(É)*-3^. » ~^.(^)--e.  • ...., ',=!■ 


si  J'on  fait 


I  cos'  !/, 

e    B 


Cf»8  Ô 


/    ('tant  un    nombre  entier  positif  [*  |;  et   pour  0,  =  -  •>    on   a   conse- 
quemnient 

Tahles  de  léjraction. 

'i^.  Une  Table  de  réfractions  relatives  à  des  distances  apparentes 
échelonnées  de  o  à  90  degrés,  pour  une  pression  atmosphérique  et 
une  température  indéterminées  au  lieu  de  l'observation,  étant  con- 
struite d'après  les  formules  qui  ont  été  données  dans  cette  l'hcse ,  on 
en  déduit  la  réfraction  relative  à  une  distance  zénithale  qui  ne  se  trouve 
pas  dans  la  Table,  et  qui  a  été  observée  sous  mie  pression  et  à  une 
température  différentes  de  celles  pour  lesquelles  elle  a  été  calculée, 
par  une  interpolation  semblable  à  celle  des  Tables  de  logarithmes  quant 
à  ce  qui  est  de  la  différence  des  distances  zénithales,  et  fondée  pour  le 
reste  sur  ce  que  la  réfraction  peut,  à  la  même  température,  être  regardée 

f*  ]  Lp  rapport  du  («  +  t)''"'  tornie  de  cette  série  à  celui  qui  le  précède  est 

1    A 
A     /  i\"     à    H   <J.„ 


B 
et  il  tend  vers 


(■+.)  ''•1;:' 

A       C08'6i, 
A     ■^B'-n^ 

b'' 

lorsque  n  croît  indéfiniment;  on  ne  peut  ilone  einplover  celte  série  (|iie  pour  des  ilis- 
taru-es  zénithales  telles  (]ue  cette  limite  soit  <^  i.  Cette  série  et  la  suivante  sont  données 
par  i\l.  Plana      .Mt-mnins  ih  Turin .  tome  XXXII.  ! 
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comme  proportionnelle  à  la  pression ,  tandis  que  les  pressions  à  des 
températures  tf  et  t\  sont  proportionnelles  à  i  et  à  i  -+-  a  t,  —  «',).  La 
proportionnalité  des  réfractions  aux  pressions  est  justifiée  par  la  forme 
des  coefficients  R  de  l'équation   lo). 

Des  procédés  employés  pour  le  calcul  de  la  plupart  des  anciennes 
Tables. 

10.  Les  plus  anciennes  Tables  ont  été  calculées  par  des  moyens  qui 
reviennent,  à  peu  près,  à  la  recherche  de  quelques  réfractions  par 
l'observation  et  la  grande  loi  du  mouvement  diurne,  suivie  d'interpo- 
lations faites  à  l'aide  de  diverses  formules,  pour  les  distances  appa- 
rentes intermédiaires. 

Le  procédé  très-simple,  que  j'ai  indiqué  dans  le  n°  1,  ne  saurait 
donner  exactement  une  réfraction ,  même  lorsqu'on  l'applique  à  une 
étoile  très-brillante  et  passant  près  du  zénith,  parce  que  les  distances 
du  pôle  à  l'étoile  et  au  zénith  sont  affectées  par  le  phénomène  de  la 
réfraction;  mais,  si  l'on  employait,  par  exemple,  la  formule»  \ci)  ré- 
duite à  quelques-uns  des  termes  que  j'y  ai  écrits,  on  pourrait  déter- 
miner les  coefficients  de  manière  à  lui  faire  donner  les  réfractions 
approchées  déduites  du  calcul  trigonométrique .  puis  s'en  servir  pour 
corriger  les  éléments  de  ce  calcul,  et  le  recommencer  ensuite. 

Tycho-Brahé  imagina  de  faire  dépendre  l'un  de  l'autre  les  coefficients 
des  deux  premiers  termes,  à  l'aide  des  distances  solstitiales  du  Soleil, 
et  ce  moyen ,  par  lequel  on  évite  l'emploi  de  la  distance  zénithale  du 
pôle,  a  été  perfectionné  par  Bradley. 

Enfin,  Delambre  a  déterminé  trois  coefficients,  en  poussant  jusqu'à 
la  cinquième  puissance  de  tangS,,  par  l'observation  de  quatre  étoiles 
circompolaires;  ce  qui  lui  a  donné  une  valeur  du  premier  assez  diffé- 
rente de  celle  de  Bradley.  Ce  savant  astronome  s'est  appliqué,  pour  le 
dire  en  passant,  à  expliquer  le  désaccord  de  ses  prédécesseurs  sur  la 
grandeur  des  réfractions  et  sur  les  éléments  des  formules,  et  le  résultat 
peut-être  le  plus  remarquable  de  son  travail,  c'est  que  les  réfractions 
sont  les  mêmes  par  tout  le  globe  dans  des  circonstances  peu  différentes, 
contrairement  à  ce  qu'on  aurait  dû  conclure  des  Tables  de  Lacaille  et 
de  Bouguer. 
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SUR    LES    SURFACES    ISOTHERMES    ET    ORTHOGONALES; 
Par  m.  OssiAiv  BONNET. 


Extrait,  par  l'auteur,  d'un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences, 
a"""  semestre  1849.) 


Dans  un  Mémoire  appartenant  au  tome  VllI  de  ce  Journal ,  M.  Lamé 
a  démontré,  qu'à  l'exception  du  cas  des  surfaces  cylindriques  et 
coniques,  les  seuls  systèmes  triples  de  surfaces  isothermes  et  ortho- 
gonales sont  les  systèiiies  formés  par  les  surfaces  du  second  degré;  j'ai 
depuis  simplifié  la  démonstration  de  M.  Lamé  (voyez  le  xxx*  cahier  du 
Journal  de  l'École  Poljtechnique) ,  en  faisant  usage  d'une  propriété 
que  j'ai  reconnue  appartenir  à  toutes  les  surfaces  susceptibles  de  faire 
partie  d'un  système  triple  de  surfaces  isothermes  et  orthogonales,  et 
d'après  laquelle,  sur  une  mênie  ligne  de  courbiue  de  ces  surfaces,  le 
rayon  de  coiu'bure  correspondant  varie  proportionnellement  au  cube 
de  l'autre  rayon  de  courbure  principal  ;  néanmoins,  la  démonstration 
de  M.  Lamé  est  encore  très-compliquée.  Je  me  propose,  dans  ce  se- 
cond travail ,  de  montrer  que  l'exactitude  du  théorème  peut  être  mise 
hors  de  doute  par  des  considérations  extrêmement  simples. 

Soit  im  système  triple  de  siu-faces  isothermes  et  orthogonales  que 
j'appellerai  le  système  (A);  considérons  les  trois  surfaces  particulières 
qui  passent  par  le  point  M  de  l'espace.  Les  trois  lignes  d'intersection 
de  ces  surfaces  formeront  trois  axes  courbes  des  coordonnées  dont  le 
point  M  sera  l'origine;  pour  fixer  les  idées,  nous  désignerons,  avec 
M.  Lamé,  ces  axes  des  coordonnées  par  les  noms  d'axes  des  s ,  des  s, , 
des  s-i,  relatifs  au  point  M,  les  surfaces  considérées  étant  dès  lors  les 
siu'faces  des  SfS.,,  des  ss.^.  des  s  s,,  relatives  au  même  point;  enfin  .  je 
représenterai  les  rayons  de  courbiue  des  surfaces  coordonnées  par 
(Vi  >  ^2)1  (72 1  ^)>  (7>  <-'()>  l'indice  étant  toujours  celui  de  la  coordonnée 
tangente  à  la  section  principale  correspondante,  et  le  signe  qui  accom- 
pagne les  rayons  de  courbure  étant  -H  ou  —  ,  selon  que  le  centre  de 
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courbure  de  la  section  principale  est  ou  non  du  côté  des  coordoiuiées 
positives. 

Ceci  posé,  on  aura  d'abord  les  neuf  foruiules  de  M.  Lamé  : 


K' 


d- 
~dZ^J 

\c         7,/ 

7 
A-, 

'  dL 

—  =  -( 

ds          7,  ' 

dL 

ds,          7, 

^C:            7./ 

7= 

dl    d'- 
— +  -^ 

ds,           ds 

I               I 

=  —  +  ^1 

+ 

I 

,/i        dl- 
dsr         ds, 

<        7, 

+ 

I 

dl        dl 

— ^  +  -1 
ds           dsj 

I          I 

=  -7  +  -, 

c,        7 

-1- 

I 
7,c  ■ 

c    [y  r, 


{b) 


qui  expriment  que  les  surfaces  considérées  sont  01  tliogonales;  puis  les 
suivantes  dues  à  .AL  Bertrand  : 


/  \  y  c  •/,         c,  7,        r, 

(c)  ^-t--=:l,  ^-+--'=1,  !!_)__—, 
<^i        fi                        c,        '/  c         7, 

dont  deux  seulement  sont  distinctes,  et  qui  donnent  aisément 

[d)  cc,c\  -H  77,72=  o, 

en  même  temps  qu'elles  permettent  de  transformer  les   relations  (a) 
comme  il  suit  : 


d- 

d— 

C                  I 

ds,          ce, 

7 

ds, 

dL 

d± 

Ci            1 
ds          f ,  f, 

7. 

ds. 

./-• 

dl 

c, I 

7= 
ds 

7i7 


7.7> 
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enfin,  celies-ci,  que  j'ai  données  dans  mon  premier  .Mémoire, 


if) 


d-  d-  , 

ds  cfy  lis  7  c, 

dl  .  dl  , 

c, 3  7,  3 

t/s,  C,7,  eli,  •/,€ 

d'-  .  dl  , 

c, o  7,  s 

ds,         c,'i  ds,  '/iC, 


d—  d- 

7i    _    ,    _£j 271 

'  '    (If:  '   ds  c  c. 


il  d  - 

y,  c  27 

•      ds,  ds,  c,  c 


d  d- 

'''      rts,  ^'  rf.v,  ~         c,r, 


Un  déduit  immédiatement  de  ces  différentes  tormiiles  plusieurs 
conséquences  importantes;  d'abord  les  formules  (c)  et  [ri]  montrent 
que,  parmi  les  trois  surfaces  passant  par  lui  même  point  de  l'espace, 
il  y  en  a  deux  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  principaux  sont 
de  même  signe,  et  une  pour  laquelle  ces  rayons  ont  des  signes  con- 
traires. En  effet ,  il  est  impossible  que,  pour  deux  de  ces  surfaces,  les 
rayons  de  courbure  principaux  soient  de  signes  contraires;  car  si,  par 
exemple,  y  et  c,  étaient  de  signes  contraires  en  même  temps  que  y^ 
t^l  c,  le  premier  membre  de  la  première  tles  relations  c)  serait  né- 
gatif, tandis  que  le  second  est  positif;  en  second  lieu,  les  trois  surfaces 
ne  peuvent  avoir  leurs  rayons  de  courbure  principaux  de  même  signe, 
car  Ifi  relation  //"i .  qui  peut  s'écrire  ainsi 

'"     c,     c, 
h  I  =  O, 

7:        7        7. 

aurait  alors  son  premier  membre  positif;  ainsi  il  faut  nécessairement 
tpie  deux  des  trois  surfaces  passant  au  point  M  aient  leurs  rayons  de 
courbure  principaux  de  même  signe  et  que  la  troisième  les  ait  de 

5  I .. 
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signes  contraires.  Cette  première  propriété  permet  de  distinguer  une 
des  surfaces  des  deux  autres;  tâchons  maintenant  d'établir  de  même 
une  distinction  entre  les  deux  surfaces  qui  ont  leurs  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  même  signe.  Supposons  que  ces  surfaces  soient  la 
surface  des  s^s^  et  celle  des  sSt,  et  formons  pour  la  première  surface 
les  deux  expressions 


ds  c\  y'     '     c,    c-  fis  y]  c-  y,    y- 

qui,  d'après  les  formules  (g-),  ne  diffèrent  que  par  le  facteur —^  et 
sont,  par  conséquent,  de  même  ^igne;  puis,  pour  la  seconde  surface, 
les  deux  expressions  analogues, 

(l.\  V  2  I  f.       l  Ci  1  I  VI 


(Is,  y-         Cj         7    7j  ds,  c]         yl 


Ct    c; 


Si  nous  ajoutons  la  première  des  expressions  {h)  à  la  première  des  ex- 
pressions (A),  il  viendra,  en  se  rappelant  la  dernière  des  relations  l'b) , 
et  puis  les  relations  (d)  et  (c) , 


c.  c- 


y,C  77, cr,  y, cl  c,    \c  /J 

Cela  montre  qu'en  excluant  d'abord  le  cas  où  ces  expressions  seraient 
nulles,  les  expressions  [h)  et  les  expressions  (A)  ont  des  signes  con- 
traires j  aussi  les  deux  surfaces  qui  ont  leurs  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux de  même  signe  peuvent  aussi  être  distinguées  l'une  de  l'autre. 
Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  toujours  que  les  surfaces 
des  s,  S2  et  des  ss,  soient  celles  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  de  même  signe,  et  que  la  surface  des  s,S2  soit  telle, 
que  les  deux  expressions  (A)  aient  le  même  signe  +;  de  plus,  nous 
fixerons  la  partie  positive  de  l'axe  des  s ,  de  façon  que  les  rayons  de 
courbure  c.y,  7,  de  la  surface  des  s,  s.^  soient  négatifs,  et  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  s,,  de  manière  que  le  rayon  de  courbure  7..  de  la  sur- 
face des  sso  soit  aussi  négatif,  le  rayon  de  courbure  c  conjugué  en  sur- 
fiice  étant  dès  lors  positif;  quant  à  la  partie  positive  de  l'axe  des  s^, 
elle  se  trouvera  déterminée  par  cela  même,  car  il  faut  qu'en  se  pla- 
çant suivant  la  partie  positive  de  l'axe  des  s,  les  pieds  sur  la  surface 
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des  StS^,  on  ait  la  partie  positive  de  l'axe  des  s.,  à  gauche  et  la  partie 
positive  de  l'axe  des  s,  à  droite. 

Prenons  maintenant  le  système  particulier  de  surfaces  isothermes  et 
orthogonales,  composé  d'ellipsoïdes  et  d'hyperboloïdes  à  une  et  à  deux 
nappes  de  même  centre  et  de  mêmes  foyers,  que  j'appellerai  le  sys- 
tème (A').  Considérons  les  trois  surfaces  de  ce  système  qui  passent  par 
un  point  quelconque  M'  de  l'espace.  Les  trois  lignes  d'intersection  de 
ces  surfaces  formeront  trois  axes  courbes  de  coordonnées  dont  le 
point  M'  sera  l'origine  ;  nous  désignerons  ces  axes  par  les  noms  d'axes 
des  s',  des  /, ,  des  s'.^  relatifs  au  point  M',  les  surfaces  considérées  étant 
dès  lors  les  surfaces  des  s\s\,  des  .y'^^ et  des//,  relalivpsau  même  point  : 
enfin,  je  représenterai  les  rayons  de  courbure  des  Mufaces  coordon- 
nées par  (y',,  c'.,'),  {■/„,  c'),  (y',  f', ),  l'indice  étant  toujours  celui  de  la 
coordonnée  tangente  à  la  section  principale  correspondante,  et  le  signe 
qui  accompagne  les  rayons  de  courbure  étant  -i-  ou  —,  selon  que  le 
centre  de  courbure  de  la  section  principale  est  ou  non  du  côté  des 
coordonnées  positives. 

D'abord  nous  aurons,  entre  les  rayons  de  courbure  (y,  ,t'„), 
(y'j,  c'j,  (y',  c\)  et  leurs  variations,  des  formules  analogues  aux  for- 
mules {a),  {b),  (c) ,  {ri),  (c),  (/),  {g)  et  qui  se  déduiront  simplement  de 
ces  dernières  en  donnant  un  accent  aux  lettres  c,  c,,  c^,  y,  y,,  y^ , 
s,  s,,  ^2  ;  nous  appellerons  ces  nouvelles  relations  les  égalités  (a'},  (b'), 
{c'),  (r/'),  (e')'(y  )'  (ù')?  ^"  second  lieu,  si  nous  supposons  que  la 
surface  des  /,  s'.^  soit  un  ellipsoïde,  la  surface  des  s' s\  un  hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  et  la  surface  des^',v'„  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  y',,  c',  seront  de 
même  signe,  de  même  que  y'  et  c\,  et  les  deux  autres  y'„,  c'  de  ces 
rayons  de  courbure  auront  des  signes  contraires;  on  pourra  donc 
fixer  la  partie  positive  de  l'axe  des  s'  et  celle  des  s\  (ce  qui  déterminera 
aussi  la  partie  positive  de  l'axe  des  /,) ,  de  façon  que  y', ,  c\,  y'„  soient 
négatifs.  Cela  étant,  je  dis  que  les  deux  expressions 

Cj  2  I  V,        •  Vi  2  l  C,      I  . 

ds'         c','        '/''        c',    c''  d/  */,'        c''        y',  y'' 

seront    positives  et  que  l'on   poura   déterminer  les  éléments  [*j  qui 

[*]  Ces  eloments,  au  iionibrt'  de  cinq,  sont,  par  exemple,  les  distances  focales  de 
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fixent  la  grandeur  des  surfaces  du  sj'stème  A'^  jîassent  par  le  point  M' 
(le  façon  que  l'on  ait  les  cinq  relations 

V I  =  '/.  '     '"^  =  '^'■i  '     'h  =  7-     c ,  =  c', ,     -^  =  -£f , 

pour  les  points  M  et  M'. 

Pour  le  faire  voir,  il  est  d'abord  nécessaii'e  d'obtenir  l'expression  des 

ditférentes  quantités  a'.-,,  •/,,  y'.,,  c\,-p-- 

Rapportons  la  surface  des  i\s'.^  relative  au  poiiit  M'  à  Irois  axes 
rectiligiies  rectangulaires,  et  supposons  que  les  parties  positives  M'X, 
M'Y,  3rZ  de  ces  axes  soient  respectivement  les  tangentes  au  point  M' 
des  axes  des  s',  s\,  /.,  relatifs  à  ce  point,  ces  tangentes  étant  d'ail- 
leurs dirigées  dans  le  sens  positif  des  coordonnées  courbes  s',  a',,  s'.^. 
L'équation  de  la  surface  sera 

N  n       „         a'      „         a"  , ,  , 

Il  S  =  -  J?-  H r-  -< z-  -{-  l>  ocz  -^  hyz  , 

2  2  -^  a  -^ 

car  ii  faut  que,  pour  x  =  o,  j>"  =;  o,  on  ait 

ih  dz  (f  z 

-  =  o,      —  =  0,      —  =0,       — ~—  =  O, 
dx  (ly  cixar 

puisque  le  plan  des  œj  est  le  plan  tangent  à  l'origine  et  que  les  plans 
des  zx  et  des  zy  sont  les  plans  des  sections  principales  au  même  point. 
Dans  l'équation    i)  les  coefficients  a  et  a'  sont  égaux  évidemment  aux 

valeurs  que  prennent  pour  .r  =0,    7"  =  o  les  dérivées  secondes   ,--; 

rl'z  .  11  j 

— -'  et,  par  conséquent,  représentent  les  mverses  des  rayons  de  cour- 
bure c'.,  et  y'i  ;  quant  aux  autres  coefficients  h,  h',  a" ,  je  dis  qu'ils 
s'expriment  facilement  en  fonction  des  rayons  de  courbure  7,,  c\,  et 

de  la  variation  — f-  Prenons,  en  effet,  l'équation  générale 

g;  [(1  +  cf-)  s  -  pqt]  +  ^  [(t  +7^)  r-  (.  +  p^:  t.]  -  [{i+p^).,-pqr]  =  O 


il(Mi\  (les  sections  princi|)ales  des  surfaces  et  les  a\es  majeurs  de  ces  uiéines  surfaces. 
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de  ia  projection  sur  le  plan  des  .r>  des  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face (i),  p,  cj,  r,  y,  t  ayant  la  signification  ordinaire;  différentions 
cette  équation  par  rapport  à  jt,  en  nous  rappelant  que  z  doit  être 
remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (1),  et  dans  le  résultat 

faisons  jt  =  o,  7-  —  o,  y^  =  o,  ce  qui  exprime  qu'il  s'agit  de  la  ligne 

de  courbure  tangente  à  M'X  et  du  point  M'  de  cette  ligne,  il  viendra 
simplement 

d'y  ,  (Is 

dx     '  clx 

mais,  par  l'équation  (1),  on  voit  aisément  que  la  valeiu-  de  ,-  pour 
JT  ==  o,  j  :=  o  est  égale  à  a.h ,  donc 

'l'y n.l'  . 

dx'  Il  —  n' 

1,11  .  '/)  ,  ■■»€,'/■' 

d  ailleurs,  puisque  -j-  est  nul   au   point  M  ,  — -  représente   pour   ce 

point  l'inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  projection  sur  le  plan 
des  xj  de  la  ligne  de  courbure,  et,  par  conséquent,  l'invtTse  ^\\.\ 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  déterminée  dans  la  surlaoe 
des  s' s\  par  le  plan  des  jcj;  ainsi 

I  a.b 

■j  il  —  n' 

On  trouverait  de  mèuie 


Ce  qui  montre  déjà  que  h  et  //  s'expriment  aisément  en  ionction  de 
72»  c^  et  de  a  et  a!  ou  c,  et  y,.  Occupons-nous  maintenant  de  a!  . 

Considérons   un   ellipsoïde  infiniment   voisin   de   l'ellipsoïde  l  T    et 
ayant  les  mêmes  foyers  que  lui  ;  soit 

il»  \  n  /"'  ,  \  ■  \         •> 

-+-  ,S" mxj  +  {h'  +  jS' ni) xz.-\-{h  -h  ^ m)  jz  -+-  i nix  +  l' iny    ~  m, 

où  m  représente  un  paramètre  infiuimeut  petit,  l'équation  de  cette 
surface,  et  tâchons  d'abord  de  déterminer  les  valeurs  des  constantes 
a,  a',  a",  (i ,  /5'.  jS",  £,  c'.  Pour  cela,  prenons  en  même  temps  que  les 
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deux   surfaces  (i)  et  (2)   un   nouvel  ellipsoïde   infiniment  voisin   de 

l'ellipsoïde  (i)  et  homothétique  avec  lui ,  dont  l'équation  aura  la  forme 

Z'  =  -x--\ —  r-  H z*  4-  u  xz  +  brz  +  m', 

•2.  1   -^  1.  ^ 

m'  représentant  une  constante  infiniment  petite.  La  distance  des  deux 
surfaces  (i)  et  (2)  sera,  pour  un  point  quelconque,  d'après  une  for- 
mide  connue,  égale  à 

[ax'-  +  a' 7'  +  a"z'+  ^" xy  +  P'jJ-t-  P/z  +  tx  -^-^'jr  -\-  i)  m 
zh  \j{ax  4-  b' zf  4-  {a' y  +  6zj=  +  {a"  z -\- h' x ->r  by  —  \Y 

et,  par  conséquent,  pour  le  point  M'égale  à  ±  m;  de  même  la 
distance  des  surfaces  (i)  et  (3)  sera,  pour  un  point  quelconque,  égale  à 


±  ^(flx+^'z)'4-{«'r  +  bzf-ir[a"z  4-  h' x  -^by—if 

et,  par  conséquent,  pour  le  point  M'  égale  à  ±7n'  ;  or  on  sait,  d'après 
une  propriété  bien  connue  dans  la  théorie  de  l'attraction,  que  le 
produit  des  deux  distances  précédentes  doit  être  le  même  pour  tous 
les  points  de  l'ellipsoïde  (i),  cela  exige  évidemment  que  l'on  ait,  pour 
tous  les  points  de  cette  surface , 

ax"^  +  aly"^  +  u" ^  +  ^" xy  +  ^' xz  +  ^jz  +  zx  -\-  l'y  -^  \ 
=  [ax  +  h'zf  -f-  {n'y  +  bzf  +  [a"z  +  h' x  4-  hy  —  i)=, 

c'est-à-dire  que  cette  dernière  équation  coïncide  avec  l'équation  (i), 

d'où  l'on  déduit  aisément 

a.  =.  a} -^  h'"^  —  ad' ,     a' =^  a'"^  ■+■  b^  —  a' a" ,     a"=è^+è'-, 
^"  =  ibb',  [i'  =  iah',  ^^la'b, 

1  =  —  ib',  s'  =  —  aZ». 

Reprenons  maintenant  la  surface  représentée  par  l'équation  (2) ,  et 
cherchons  ses  rayons  de  courbure  principaux  au  point  où  elle  est  ren- 
contrée par  l'axe  des  z,  c'est-â-dire  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  a:  =  o,  ^  =  o,  z  =  m.  D'abord ,  par  la  forme  même  de  l'équa- 
tion (2),  on  reconnaît  que  les  valeurs  de  -^—P-,  -jz.  =  9>  -^^  =  -^s 

déduites  de  cette  équation,  sont  infiniment  petites  du  premier  ordre 
par  rapport  à  m,  au  point  considéré;  de  telle  sorte  qu'en  négligeant 
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le  carré  de  ce  paramètre,  l'équation  générale 


+  (  I  +  /j"  +  7*)*  =  o , 

au  moyen  de  laquelle  on  déterinine  les  rayons  de  courbure  princi- 
|)aux  pour  un  |)oint  quelconque,  se  réduit  à 

R*/V  —  R(r-+-  /)  +  1  =  o, 

dans  le  cas  particulier  considère,  et  donne,  par  conséquent .  pour  les 
rayons  de  courbure  demandés, 

R'=:i,  R"=i. 

r  t 

On  voit  par  là  que  tout  est  ramené  à  calculer  les  valeurs  de  -jr  ^^ 
de  -j^i  déduites  de  l'écpiatiou  (2),  pour  x  =  o,  _y.=  o,  z  =  /n.   Or, 

différentiant  deux  fois  par  rapport  à  x,  faisant  x  ^  o,  }■  =  o,  z  =  m, 
et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  trouve  sans 
difficulté 

;■  =  — — > -r, —  =  a  +  [aa  +  2  ft"  +  2  //  £  -h  ■>.  a)  m , 

I  —  a   III  ^ 

ou,  en  substituant  à  a  et  £  leiu's  valeurs  trouvées  ci-dessus, 
;■  =  a  +  {■iu'^  —  aa")  m; 

on  trouverait  de  même 

t  =  a'  -\-  {-i  a''  —  a' a"  )  m, 

de  telle  sorte  qu'en  reprenant  les  notations  employées  plus  haut, 
nous  avons 

4  ''- 

-p-  =  la"  —  aa  ,     -^  =  ia'-  —  a' a" . 

as  as 

Ainsi  rt"  peut  se  déduire  de  ——  et  de  rt  =  p-i  ou  bien  de  -^  et  de 
a'=^- 

TomaXlV    -    Novemdiie  1849  Sa 
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Maintenant  que  nous  connaissons  a,  a',  a",  h,  b'  en  fonction  de  c\, 

7-.1  f.  ,7. ,— ^?   il  est  bien  facile  de   démontrer,    comme  cela  a  été 
énoncé  ci-dessiis ,  que  l'expression 


{h') 

C. 

et,  par  suite. 

l'expression 

rf4 

7, 

2               I              c',      1 

;  +  -7,  +  -r  — 

v;      «^       y,  y- 

sont  positives,  et  qu'il  est  possible  de  déterminer  lellipsoule  repre- 

1 

sente  par  l'équation  (i^  de  façon  que  c^.  y,,  c, ,  y',,  -jy  soient  égaux 

cl  — 

c- 

respectivement  a  '  o,  72»  ^'i>  Vd  -j-- 

En  effet,  exprimons  que  l'équation  (i)  représente  un  ellipsoïde,  il 
faudra  pour  cela  écrire  d'abord  que  la  surface  à  un  centre,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a 

<„ 


Or,  en  remarquant  que 


a'b''  -  ,!h'' 


<='.  y. 


puis,  que 

7.  \  a   '  ■/ ,   \  7',  /  r,  *  rt  /  i\   \  c.  ' 

c'est-à-dire,  d'après  les  relations  (c'), 

b  =  ^,    b-^L, 

c  V 

enfin ,  que 

rfi         '■-•        rt.ç 
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Cette  relation  revient  à 

7,  c','         '/',   <l^'         7,  7'  <^',  <"''> 

Aussi  nous  pouvons  déjà  conclure  que  1  expression  [h')  est  différente 
de  zéro;  en  second  lieu,  si  nous  rapportons  la  surlace  représentée  par 
l'équation  (i)  à  son  centre,  ce  qui  change  cette  équation  en 

-  a:M —  r^-\ z*  +  //.rr-  -t-  hrz 

9  *>    -^  O  -^ 


2  [a  a'  a"  —  rt6'  —  a'  b'') 

il  faudra  [voir^  par  exemple,  la  Géométrie  à  trois  dimensions  de 
jM.  Leroy,  page  i56),  pour  que  cette  surface  soit  un  ellipsoïde,  que 
l'équation 

(s  —  a)  {s  —  a')  {s  —  a" ,  —  h-  (s  —  à)  —  b'^  [s  —  a')  =:  o 

ait  ses  trois  racines  de  même  signe  que  le  second  membre 


2  (aa'  a"  —  ab'  —  a'  b'' 


Or  l'équation  en  s  ayant  une  racine  comprise  entre  a'  et  ti .  comme  on 
le  voit  aisément,  et,  par  conséquent,  négative,  d'après  les  hypothèses 
faites  sur  les  signes  de  c\  et  de  '/, ,  cela  ne  peut  être  qu'autant  que 


2  [aa'  a   —  ai'  —  a'  b'') 

est  aussi  négatif,  par  conséquent,  qu'autant  que 
aa'a"  —  af  —  a'iP 

est  positif,  ou  bien ,  en  se  rappelant  la  valeiu-  de  cette  expression  et 
le  signe  de  •/, ,  qu'autant  que 

Cj  2  l  7,      1 

ds'         c\  '    '    '/'■         c\  c'' 

est  positif;  d'ailleurs  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi 
suffisante  si  aa'a"  —  ab^  —  a'b'-  est  positif;  la  substitution  à  la  place 
de  s  dans  l'équation  en  s  des  différentes  valeurs  —  oc  .  a',  a,  o,  donne 
successivement  les   signes   —  ,  -I- ,  —  ,  -(-  .  ce  qui    jirouve  que   cette 

5a.. 
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équation  a  ses  trois  racines  négatives.  De  tout  ce  qui  précède  résulte 
que  l'équation  (i)  ne  peut  représenter  un  ellipsoïde  qu'autant  que 
a,  a',  a",  b,  h'  sont  tels,  que 

Cj  2  I  7i      I 

ds'  c\  •         v'  ■         c,  c'- 

soit  positif,  mais  qu'une  fois  cette  condition  remplie,  on  peut  prendre 
arbitrairement  n,  a'.  n\  b,  b',  et,  par  conséquent,  de  telle  sorte,  que 
l'on  ait 

d^       dX- 

Je  dis  maintenant  que,  par  cela  même  que  l'on  a  pour  les  points  AI 
et  M'  les  relations  précédentes,  les  surfaces  des  .y,  s^^  des  s^s,  des  sSi, 
relatives  au  point  M,  coïncident  respectivement  avec  les  surfaces  des 
/,  s'.-,,  des  s'.^  /,  des  s' s\,  relatives  au  point  M'.  En  effet,  à  cause  des  re- 
lations (c)  et  (c'),  les  six  rayons  de  courbure  c,  <?,,  Cj,  7,  7,,  73  seront 
égaux  aux  six  rayons  de  courbure  c',  c, ,  c',,  7',  7',,  72  pour  les 
points  M  et  M';  puis,  à  cause  des  relations  [c)  et  (e'),  (/)  et  (/'),  (g), 
{a)  et  '§*),  {a'),  les  dix-huit  accroissements  des  rayons  de  courbure 
c,  C|,  C.J,  7,  7,,  7,,  correspondants  à  des  déplacements  infiniment  petits 
effectués  sur  les  axes  des  s,  i,,  ^,1  relatifs  au  point  M,  seront  égaux  res- 
pectivement aux  dix-huit  accroissements  des  rayons  de  courbure  c',  c, , 
t'o,  7',  7,,  7'.,,  dus  à  des  déplacements  égaux  effectués  sin*  les  axes  des 
V,  5,5  /,,  relatifs  au  point  M'.  Cela  montre  que  si  l'on  prend  successi- 
vement, à  partir  du  point  M  sur  les  axes  des  s,  s^,  s^  relatifs  à  ce  point, 
des  longueurs  infiniment  petites  M/?i,  M772,,  Mwj,  et,  à  partir  du  point 
M'  sur  les  axes  des  /,  s\ ,  s\  relatifs  à  ce  point ,  des  longueurs  M'/«', 
M'm^,  M' m\,  respectivement  égales,  les  six  rayons  de  courbure  c,  c,, 
^2j  7.  7ii  72  seront  égaux  aux  six  rayons  de  courbure  c',  c',,  f'^,  ■y', 
7',,  7.,  pour  les  points  m  et  m',  m,  et  /«', ,  m,  et  h2„.  D'un  autre  côté, 

1  •    ^-  dy,      d'J  1  '  1  •  i>  .      1  1 

les  variations  -^1  -p-  ne  dépendent  respectivement,  d  après  les  rela- 
tions (e)  et  (e'),  que  de  7,,  c,  7',,  c'.  On  peut  donc  conclure  que  ces 
variations  sont  égales  quand  elles  se  rapportent  aux  points  m  et  ni! . 
Or,  si  jx  est  le  point  où  l'axe  des  s  relatif  au  point  m^  rencontre 
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l'axe  des  s.^  relatif  au  point  m,  cl  fj.'  le  point  oii  Taxe  <ies  s'  relatif  au 
point  ni\  rencontre  l'axe  des  x\  relatif  an  point  /;*'.  il  est  facile  de 
voir  que  l'on  a 

ni  ij.  =  m'  [jJ  et  /«,  y.  =^  ///,  [j! , 

car 

-,             Mw.Mm,  ,    ,        ,,,     ,  lA'm'.Wiii, 

17/.  ij.  =  M  m  -i »      m  ij.  =  M  /n , 


y.  7 

Mw.Mw,            ,      ,        ,,/     ,         Wm'.Wm, 
iit.u.  =  31 /H  H 5     ///,  a  =  M  »t  -f-      T ■ 

Cela  montre  que  le  rayon  de  courbure  y,  j)Our  le  point  '/  est  égal  au 
rayon  de  courbure  y',  pour  le  point  a',  d'où  résulte  que  la  variation 
—^  pour  le  point  w,  est  égale  à  la  variation  -—  pour  le  point  in\. 
Cela  étant,  on  a  aux  points /«,  et  ///,  les  mêmes  relations  entre  les 
rayons  de  courbure  c,  c,,  c,,  y,  y,,  y^,  c',  c, ,  c\,  y',  y',,  y.,  qu'on  avait 
jjriniitivement  aux  points  M  et  M',  c'est-à-dire 

c  =  c\    c,  =  c^,    c.,^c.,,     y=y',    y,  =  y,,     y2=yo,     -±=-jz' 

et  l'on  peut  concluie  que  si,  sur  les  axes  des.f,^,,.^^  relatifs  au 
point  m,,  on  prend  successivement  trois  longueurs  infiniment  |)ctites 
m,n,  m, ri,,  111,11^  ;  puis,  sur  les  axes  des  ç',  s',,  i'.,  relatifs  au  point  /;/, , 
des  longueurs  m',  //,  m',  n\,  m\  n'.,  respectivement  égales,  les  six  rayons 
de  courbure  f,  c,,  <:, .  y,  y,,  y.,  seront  les  uu-mes  que  les  six  rayons 
de  courbure  c',  c\,  f'.,  ,  y',  y',,  y\  pour  les  points  n  et  n',  11,  et  //, , 
«2  et  «'2  On  verrait  de  même  qu'en  prenant  sur  les  axes  des  s,  s,,  s., 
(•elatifs  au  point  ;/,  des  longueurs  infiniment  petites  /;,/»,  '•,/»,,  n,i).,, 
et  sur  les  axes  des  s',  .v, ,  s'.,  relatifs  au  point  n\  des  longueurs  respec- 
tivement égales  /i, />',  n\p\,  «',y^,  les  six  rayons  de  courbure  c,  c,,  t-v,, 
y,  y,,  yj  sont  égaux  aux  six  rayons  de  courbin-e  c',  c, ,  t'„.  y',  y',,  y'j 
pour  les  points  />  et  /;',  p,  et  /j,  ,  /j.,  et  p'„,  et  ainsi  de  suite  ;  de  telle 
sorte  qu'on  peut  conclure  généralement  que  les  six  rayons  de  cour- 
bure c,  c,,  fi,  y,  y,,  y.j  sont  égaux  aux  six  rayons  de  courbure  c\  t', , 
'"25  7'  7i'  72  poi""  deux  points  quelconques  N  et  N'  sitiu^s,  l'un  sur 
l'axe  des  j,  relatif  au  point  M,  l'autre  sur  l'axe  des  .v',  relatif  au 
point  M',  et  tels,  que  l'arc  MN  =  l'arc  !\!'N'.  Ceci  démontré,  je  dis  qiu^ 
l'axe  des  s,  relatif  au  point  M  et  l'axe  des  \^  i-elatif  au  point  M'  sont 
superposables.  Ku  effet,  soient,  comme  tout  à   l'heure,  sur  la  pre- 
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niière  ligne,  une  suite  de  longueurs  infiniment  petites  Mm,,  m^Ui, 
?i,p,,...,  et  sur  la  seconde,  des  éléments  égaux  M'in\,  in\  n\,  h',//,,.... 
Appelons  r  Je  rayon  de  courbure  au  point  M  de  la  ligne  Mm,n,p,..., 
et  K  langle  que  ce  rayon  de  courbure  fait  avec  la  tangente  au  point  M 
de  l'axe  des  s  relatif  à  ce  point;  on  aura,  d'après  le  théorème  de 
Meunier, 

cos  a         '  "  sin  a  '  ' 

Y,,  r,  se  rapportant  au  point  M;  de  même,  on  a 

/■'  ;  r'  , 

cos  a'  '  '  '         sin  a'  '  ' 

y,  et  c\  se  rapportant  au  point  M',  r'  étant  le  rayon  de  courbure  de  la 
ligne  M' m',  n\f)\...  au  point  M',  et  a'  l'angle  de  ce  rayon  de  courbure 
avec  la  tangente  au  point  M'  de  l'axe  des  s'  relatif  à  ce  point.  De  là  on 
conclut,  à  cause  de  y,  =  y\,  c,  =c\, 

r  =  ;•'     et     a  =  a.'. 

On  voit  par  là  que  si  Von  fait  coïncider  l'élément  M' m',  avec  l'élé- 
ment M/7Z, ,  et  la  tangente  au  point  M  de  l'axe  des  s  relatif  à  ce  point 
avec  la  tangente  au  point  M'  de  l'axe  des  s'  relatif  à  ce  point,  l'élé- 
ment m\n\  coïncidera  avec  l'élément  m,7i,;  mais  en  appelant  r,  le 
rayon  de  courbure  de  M7?z,n,p,...  au  point  m,  et  a,  l'angle  de  ce 
rayon  de  courbure  avec  la  tangente  au  point  m,  de  l'axe  des  s  relatif 
à  ce  point,  puis  /',  le  rayon  de  courbure  de  M' n^^f^\p\...  au  point 
«1,,  et  a',  l'angle  de  ce  rayon  de  courbure  avec  la  tangente  au  point 
m\  de  l'axe  des  s'  relatif  à  ce  point,  on  démontrerait  de  même  que 
r,  =  /■', ,  a,  =  a^.  Donc,  par  cela  même  que  les  deux  éléments  in\n\, 
iiiffi,  coïncident,  il  en  sera  de  même  des  éléments  suivants  n\p\, 
ri,p,,  puisque  d'ailleurs  l'axe  des  s  relatif  au  point  m,  et  l'axe  des  s' 
relatif  au  point  ,//,  coïncident  évidemment;  ainsi  de  suite  pour  tous 
les  éléments.  Ainsi  les  deux  lignes  Mm^Tiip,...,  M'ln^n\p\...  peuvent 
coïncider.  La  conséquence  précédente  se  déduisant  uniquement  de  ce 
que  l'on  a  pour  les  points  M  et  M'  les  relations 

c  =  c',  c,  =r  c\ ,  c,  =  £■;,  7  =  7',  7,  =  7'j  72=  70  ^  =  -^' 
et  ces  relations  étant  évidemment  satisfaites  pour  les  points  in.^  et  m'.^, 
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et  de  luéme  pour  tous  les  couples  de  points  respectivement  situés  sur 
Taxe  des  s^  relatif  au  point  M  et  l'axe  des  s\  relatif  au  point  M',  à 
égale  distance  de  M  et  M',  on  voit  sans  peine  que  les  différentes  lignes 
de  courbure  d'un  même  système  de  la  surface  des  s,  .Vj  relative  au 
point  M,  coïncident  respectivement  avec  celles  de  la  surface  des  y',  a', 
relative  au  point  ]M',  par  conséquent,  ces  deux  surfaces  sont  égales. 
On  démontrerait  de  même  successivement  l'égalité  des  surfaces  des  .s  v, 
et  des  s' s\  et  celle  des  surfaces  des  ss^  et  des  //.,.  Donc  les  différentes 
surfaces  du  système  (A)  coïncident  avec  celles  du  système  (A')  et  sont , 
par  conséquent,  des  ellipsoïdes  et  des  hyperboloïdes  à  une  et  ;i  <\e\ix 
nappes,  de  même  centre  et  de  mêmes  foyers. 

Nous  avons  écarté,  dès  le  début,  le  cas  où  l'on  aiuait 

tl  - 

y,  2  I  r.     I     

tls  y]  r''^   7,    7=  ~ 

Si  cette  relation  avait  lieu  et  que,  par  conséquent,  la  variation  -^  |)iit 
être  déterminée  en  fonction  des  rayons  de  courbure  c,  c,,  c\,  •/,  y,,  /j 
seulement,  il  faudrait  prendre  pour  le  système  (A')  le  système  triple- 
ment orthogonal  et  isotherme  formé  par  des  paraboloïdes  de  mêmes 
foyers;  l'on  aurait  aussi 

7,  2  I  <^3         '       

th'  y',-  c'-  7',    7'  "" 

Comme  on  le  voit,  en  exprimant,  par  la  marche  indiquée  plus  haut, 
que  le  paraboloïde  qui  sert  de  surface  des  s\  s\  n'a  pas  de  centre  .  et 
alors  déterminant  les  quatre  paramètres  arbitraires  qui  fixent  la 
grandeur  des  trois  paraboloïdes  passant  par  le  point  M',  de  fac  on  que 
l'on  ei'it 

Ci  =  c'o,    7,  =  y, ,    7.  =  y»,    c,  =  c\ , 

on  aurait  en  même  temps 

dl^      rf-L 
Vi  _     7, 

et  l'on  prouverait  alors,  comme  plus  haut,  que  les  surfaces  du  s\s- 
teme  (  A)  doivent  coïncider  avec  les  surfaces  du  système  A'  .  lie  manière 
que,  dans  ce  cas,  les  surfaces  du  système  (A)  seraient  des  paraboloïdes 
de  mêmes  foyers. 
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Dans  la  démonstration  précédente,  on  supposait  nécessairement 
qu'aucun  des  rajons  de  courbure  c ,  c, ,  6,.,  y,  7, ,  72  ne  pouvait  être 
constamment  infini;  en  effet,  plusieurs  des  relations  dont  nous  avons 
fait  usage  n'auraient  aucun  sens  dans  l'hypothèse  contraire.  Ainsi  notre 
démonstration  ne  s'applique  pas  au  cas  où ,  parmi  les  surfaces  ortho- 
gonales et  isothermes,  il  s'en  trouverait  de  développables.  Or,  on  peut 
voir  d'abord  qu'une  surface  développable  ne  peut  faire  partie  d'un 
système  triple  de  surfaces  orthogonales  et  isothermes ,  sans  être  un 
cône  ou  un  cylindre;  en  effet,  une  pareille  surface  développable  doit 
pouvoir  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses  lignes  de  cour- 
bure, c'est-à-dire  par  ses  génératrices  rectilignes  et  les  trajectoires  or- 
thogonales de  ces  génératrices;  appliquons  la  surface  sur  un  plan,  les 
carrés  ne  seront  point  altérés,  il  faudra  donc  que  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices  rectilignes  qui  sont  des  développantes  de  l'arête 
(le  rebroussement  de  la  surface  deviennent  des  cercles  ou  des  droites, 
et  cela  ne  peut  être  évidemment  que  si  la  surface  développable  est  ou 
un  cône  ou  un  cylindre. 

On  voit,  par  là  ,  qu'indépendamment  des  systèmes  de  surfaces  ortho- 
gonales et  isothermes  formés  par  les  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales,  il  peut  y  avoir  d'autres  systèmes  où  il  entre  des  cônes  ou  des 
cylindres,  mais  qu'il  n'y  a  que  des  systèmes  de  cette  espèce. 

Je  terminerai  par  une  l'emarque  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  faite. 
On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  de 
cvlindres  à  génératrices  parallèles  soient  isothermes,  est  que  les  traces 
de  ces  cylindres  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices  et  les 
trajectoires  orthogonales  de  ces  traces  puissent  découper  leur  plan 
commun  en  carrés  infiniment  petits  ;  d'ailleurs  tout  système  de  cylindres 
isothermes  fait  nécessairement  partie  d'un  système  triple,  orthogonal 
et  isotherme.  Il  existe  pour  les  cônes  une  condition  analogue:  pour 
que  des  cônes  de  même  sommet  soient  isothermes,  il  faut  et  il  suffit 
que  leurs  traces  sur  une  sphère,  ayant  pour  centre  le  sommet  de  ces 
cônes  et  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  traces,  puissent  découper 
la  sphère  en  carrés  infiniment  petits,  et  tout  système  de  cônes  iso- 
thermes fait  partie  d'un  système  triple,  orthogonal  et  isotherme. 
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NOTE 

Sur  les  courbes  décrites  par  les  différents  points  d'une  lii^nc 
droite  mobile  dont  deux  points  sont  assujettis  à  rester  sur 
des  directrices  données; 

Pau  m.  J.   de  la  GOUKNERTE  . 

Ingénieur  des  Ponls  et  Cbausscis. 


SOMMAIRE.  —  Quand  un  bielle  transmet  un  mouvement  circulaire  alternatif,  et  i|ui 
les  centres  ne  sont  pas  du  même  côté,  ses  divers  points  décrivent  des  courbes  doni 
les  centres  de  courbure,  au  milieu  de  la  course,  forment  une  hyperbole  équila- 
tere  (i),  (2),  (3).  —  Jloyen  de  reconnaître  si  les  courbes  s'écartent  beaucoup  des  arc> 
de  cercle  qui  ont  leurs  centres  sur  l'hyperbole  (4),  (3),  (6). —  Construction  des  nor- 
males (7).  —  Quand  une  ligne  droite  mobile  a  deux  points  assujettis  à  rester  sur  des 
directrices  rectilignes  qui  se  coupent,  les  surfaces  des  ellipses  décrites  par  les  autres 
points  sont  indépendantes  de  l'angle  des  directrices.  La  somme  ou  la  différence  de 
leurs  axes  est  une  quantité  constante  (8),  (9),  (iO).  —  Leurs  foyers  forment  une 
hyperbole  équilatère.  Toute  hyperbole  équilatère  est  le  lieu  des  foyers  des  ellips<^ 
décrites  dans  une  infinité  de  systèmes  de  directrices  rectilignes  et  de  sécantes  mobiles 
à  points  assujettis  (11).  —  Équation  polaire  de  la  courbe  que  forment  les  sommets 
des  ellipses  (12).  —  Cette  courbe  admet  quatre  asymptotes  qui  se  croisent  à  angle 
droit  (13).  —  Détermination  de  la  forme  de  la  courbe  ;  elle  a  deux  axes ,  un  centre  et 
quatre  sommets  ;  elle  est  tangente  en  quatre  points  à  l'hyperbole  apollonicnne  de> 
foyers  (14).  —  Ses  tangentes  (liî).  —  Sesinflexions  (16l.  —  Ses  courbures  et  leurs  va 
riations  (17) ,  (18).  —  Sa  transformation  en  un  cercle  et  deux  lignes  <lroites  (19i.  — 
Diverses   propriétés  de  celte  courbe   (20).    —   Différentes  manières   de  la    tracer 
Construction  de  ses  tangentes  (21).  —  Elle  est  du  sixième  degré (22).  —  Les  tan- 
gentes des  ellipses  aux  points  qui  correspondent  à  une  même  position  de  la  ligne 
droite   mobile  ont   pour    enveloppe   une  parabole.   Les  foyers  de  ces   paraboles 
forment  un  cercle  23).  —  Quand  les  directrices  sont  rectangulaires  l'enveloppe  des 
lignes  droites  mobiles  est  une  épicycloïde  storoïde  (24  .  — Quand  le  rectangle  de 
Tome  \1\'.  —  DccEUDRr.  iSir)  53 
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deux  diamètres  d'une  ellipse  est  égal  au  rectangle  des  axes,  cette  courbe  peut  être 
décrite  par  un  point  d'une  ligne  droite  mobile  dont  deux  points  seraient  assujettis 
sur  les  diamètres.  Proposition  inverse  f2o).  —  Constructions  diverses  (26).  —  Quand 
une  ligne  droite  décrit  une  surface  développable  ,  et  qu'elle  glisse  sur  l'arête  de  re- 
broussement,  les  tangentes  aux  courbes  que  décrivent  ses  divers  points  ont  pour  en- 
veloppe une  parabole  tangente  à  l'arête,  et  dont  le  paramètre  est  une  fonction  très- 
simple  du  rayon  de  courbure  de  l'arête,  et  du  rapport  des  vitesses  de  glissement  ei 
de  parcoiirs(27). 

5.  Il  V  a  quelques  mois,  nous  avons  eu  à  établir  des  transmissions 
horizontales  de  mouvement,  par  varlets,  pour  des  pompes  éoliennes. 
Chaque  bielle  avait  3o  mètres  de  longueur,  et,  par  conséquent,  devait 
être  soutenue  en  plusieurs  points.  Nous  avons  employé  pour  supports 
des  voliges  évidées;  la  bielle  les  traverse,  et  est  soutenue  par  des 
fils  de  fer  attachés  aux  sommets  des  ogives  que  forment  les  évide- 
ments.  La  flexibilité  des  voliges  permet  à  la  bielle  de  prendre  succes- 
sivement les  diverses  positions  que  nécessite  le  jeu  de  la  machine. 
Deux  systèmes  de  ce  genre  fonctionnent  parfaitement  depuis  plus  de 
sis  mois. 

Les  transmissions  de  mouvement  par  varlets  étant  assez  fréquemment 
employées,  nous  avons  cru  utile  de  rechercher  s'il  est  toujours  néces- 
saire d'avoir  recours  à  la  flexibilité  quand  la  longueur  de  la  bielle 
exige  des  soutiens  intermédiaires;  en  d'autres  termes,  si  les  courbes 
décrites  par  ses  divers  points  ne  peuvent  pas  être  quelquefois  consi- 
dérées, avec  une  approximation  suffisante,  comme  des  arcs  de  cercle, 
et  alors  suivant  quelle  loi  varient  les  rayons  de  ces  arcs.  A  la  suite  de 
ce  travail  nous  avons  étudié  les  courbes  qui  sont  décrites  quand  'es 
directrices  des  points  assujettis  de  la  ligne  mobile  sont  d'abord  des 
lignes  droites  qui  se  coupent,  puis  des  lignes  quelconques.  Nous  avons 
réuni  dans  cette  Note  les  résultats  que  nous  avons  obtenus. 

"i.  Soient  c,  c',Jîg.  i,  PL  II,  les  points  fixes  des  varlets;  miri 
une  position  quelconque  de  la  bielle;  nri  la  position  qu'elle  occupe 
au  milieu  de  sa  course;  nous  supposerons  qu'elle  est  alors  perpen- 
diculaire aux  bras  en,  dn'  avec  lesquels  elle  est  articulée. 

Nous  appelons  r  la  longueur  des  bras  des  varlets  que  noiis  suppo- 
sons égaux  ;  a  l'angle  mcn  d'une  déviation  quelconque  du  bras  cii  • 
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a'  la  déviation  correspondante  du  bras  c' n' \  xa  la  longueur  de  la 
bielle;  B  son  inclinaison  sur  nn'  j)our  une  déviation  a  du  bras  en 

En  comparant  les  projections  de  la  bielle  et  des  bras  des  varlei> 
sur  nn'  et  sur  sa  perpendiculaire  AY,  on  obtient 

(1)  'laii  —  cos  5)  =  rsin  a' —  rsin  a, 

(2)  2rt  sin  S  =  /-(i  —  cosa')  +  r(i  —  cosa). 

Eliminant  (9,  on  trouve  entre  a  et  a'  la  relation 

(3)  2fl  (sin  a'  —  sin  ai  =  3r  —  2/'(cos  a'  -f-  cos  a)  -f-  /cos  (a'  -1-  a). 

Cette  formule  conduit  à  une  équation  du  second  degré  en  sin  a' 
ou  cos  a';  l'une  des  deux  racines  correspond  à  la  position  Cm'  du 
bras  Qln'.  Dans  les  applications  numériques,  a'  étant  toujours  petit 
et  très-peu  différent  de  a,  il  est  plus  court  de  le  calculer  par  son  sinus, 
en  supposant  d'abord  à  son  cosinus  la  valeur  cos  a,  et  corrigeant 
ensuite  l'erreur. 

Examinons  sur  la  bielle  un  point  quelconque  g,  g*  :  nous  appelons  h 
sa  distance  kg  au  point  A,  milieu  de  nn',  et  x,  y  ses  coordonnées 
rectangulaires  A/;,  AP  correspondantes  à  une  déviation  a  du  bras  en. 
En  comparant  les  projections  sur  les  axes ,  on  a 

X  ^  kq  —  pq  =  a  +  r  sin  a  —  (a  —  h)  cos  6 . 

X  =  —  A^'  +  pq'  =  —  a  +  r  sin  «'  +  («  +  h)  cos  6  , 

jr  =  AQ  —  PQ  z=  r  —  r  cos  a  —  {a  —  b)  sin  6 , 

j-  =  —  Q'A  -f-  PQ'  =  —  r  +  r  cos  a'  -4-  (a  -h  h)  sin  5. 

Éliminons  cos  ô  entre  les  deux  premières  équations,  et  sin  6  entre 
les  deux  autres , 

(4)  aax  =^  lah  -h  r[a  -t-  i)  sin  a  +  r(a  —  h)  sin  a', 

(5)  laj  =  -ibr  —  r(a  ■+-  b)  cosa  -+-  r{a  —  b)  cos  a'. 

Les  équations  (3),  (4),  (5)  permettent  de  discuter  la  courbe  décrite 
par  le  point  g'. 

5.  Nous  allons  recherclier  le  ravon  p  du  cercle  osculateur  à  cette 

53.. 
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courbe  au  point  g.  Pour  cela,  il  faut  connaître  les  valeurs  de  j-  et 

de  — —  quand  y.  est  nul. 

En  différentiant  les  équations  (4)  et  (5),  on  trouve 

/  ■i.adx  ^=  lia  -+-  b)  cos  ada  +  ria  —  h)  cos  a'r/a', 
)  7.adj  ^=  r{a  -\-  h)  sin  a  dry.  —  r[a  —  h)  sin  a'  dv.', 

M  H-  b)  sin  x  —  ta  —  6)  sin  a  -;— 

(n)  f^=.    - ±. 

J)  Jj.  (lai 

[a  4-  b)  cos  a  H-'(a  —  b)  cosat'  -7- 

On  voit  que,  quand  a  et  a'  sont  nuls,  —   l'est  également,  et  que, 

par  conséquent,  l'axe  des  abscisses  est  tangent  à  foutes  les  courbes 
décrites  par  les  différents  points  de  la  bielle. 

Cherchons  maintenant   la  valeur  du  coefficient  —  qui   entre  dans 
l'équation  (7).  On  déduit  de  la  formule  (3)  : 

du.'         2  a  cos  a  -I-  2  r  sin  a  —  r  sin  (a  -)-  a'  ) 
(5?a  2  fl  cos  a'  —  2  r  sin  a'  -(-  r  sin  (a  -f-  a'  ) 

Si  a  est  infiniment  petit,  a'  le  sera  aussi,  puisque  ces  angles  sont 
nuls   en    même  temps.    L'expression   que  nous   venons    de    trouver 

dy.' 

montre  que  le  rapport  —  est  alors  égal  à  l'unité,  et,  par  suite,  indé- 
pendant de  la  grandeur  des  angles  infiniment  petits  a,  a'. 

rfr 
Pour  avoir  la  valeur  de  f/  —  à  porter  dans  l'expression  du  rayon  de 

courbure ,  il  faut  différentier  l'équation  (7)  et  y  faire  ensuite  a  et  a' 
nuls.  On  obtient  inunédiatement  le  résultat  en  supprimant  au  fur  et  à 
mesure  qu'ils  se  présentent  les  termes  qui  contiennent  en  facteur  sin  a. 

sin  a',  ou,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  d  ^  ^  et  en   lempla- 


cant  cos  a,  cos  y.'  et  ~  par  l'iuiité.  On  trouve 

'  aa     ' 


d%  =  tdy.. 

dx        a 
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Si  l'on  suppose  a  nul  dans  Téquation  (6),  on  a 
(Ix  =  rd7.. 

Divisant  ces  deux  équations,  et  portant  la  seconde  dérivée  ainsi 
obtenue  dans  l'expression  connue  du  rayon  de  courbure,  on  obtient 

(8)  h(i  =  ar. 

On  voit  que  la  ligne  des  centres  de  courbure  de  toutes  les  courbes, 
pour  les  points  qui  correspondent  au  milieu  de  la  course,  est  une 
hyperbole  équilatère ,  qui  a  pour  asyinjjtotes  les  axes  que  nous  avons 
choisis,  et  qui,  comme  cela  devait  être,  passe  par  les  points  fixes  des 
varlets. 

11  est  évident  que  tant  que  l'angle  a  sera  infiniment  petit,  le  mou- 
vement sera  le  même,  quelles  que  soient  les  positions  que  les  centres 
des  varlets  occuperont  sur  leurs  branches  d'hyperbole,  pourvu  que 
leurs  bras  soient  toujours  égaux  à  leurs  ordonnées.  Ua  proposition 
reste  donc  vraie  quand  les  deux  bras  sont  inégaux ,  mais  alors  il  faut 
déterminer  par  une  proportion  la  position  du  centre  de  l'hyperbole. 

i.  Nous  allons  maintenant  rechercher  si  la  courbe  décrite  par  le 
point  g'  jusqu'à  une  déviation  maximum  a,  s'éloigne  beaucouj)  de 
l'arc  du  cercle  osculateur  en  g. 

Soient  un',  fig.  2,  la  position  de  la  bielle  au  milieu  de  sa  course: 
mm'  une  quelconque  de  ses  positions;  g,  t;'  les  deux  positions  du 
point  que  nous  considérons;  D  le  centre  d'un  cercle  tangent  à  un' 
en  g,  et  passant  par  g'.  Le  centre  du  cercle  osculateur  en  g  est  sur  Dg  ; 
il  serait  exactement  en  D  si  la  courbe  gg'  se  confondait  avec  un  arc 
de  ce  cercle.  Nous  pourrons  donc  juger  de  l'écartement  de  ces  lignes 
par  la  distance  de  ces  pouits. 

Dans  le  mouvement,  le  point  !5  de  la  ligne  n'  n  s'est  transporté  en  B'. 
Nous  prenons  pour  axes  la  ligne  ?i'n,  et  la  perpendiculaire  YG  menée 
à  une  distance  BG  du  point  B  égale  à  BB'.  Nous  appelons  h  cette 
distance;  9  l'angle  des  lignes  nn',  mm';  x,  y  les  coordonnées  du 
point  D,  et  x' ,  y'  les  coordonnées  variables  de  DT.  L'équation  de 
cette  ligne  déterminée  par  la  condition  d'être  perpendiculaire  siu*  le 
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milieu  de  gg'  est 

,         I  -a  h  -i-  X  eus  6  —  X  l    ,         I   ,  I  I  A 

y a:  sin  9  = ^—- [x h x x  cos  6  • 

■'7.  a:  sin  9  \  2  2  2  ' 

Le  point  D  étant  sur  cette  ligne ,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire 
à  son  équation,  ce  qui,  toutes  réductions  faites,  donne 

(9)  xj  —  x^  tang  -Q  -\-  hx  tang  -Q ^-1  =  o. 

On  voit  que  le  lieu  des  points  T)  est  une  hyperbole  dont  les  asymp- 
totes sont  l'axe  GY  et  la  ligne  EE'  qui  passe  par  le  point  B,  et  partage 
l'angle  6  en  parties  égales. 

Pour  comparer  cette  hyperbole  à  celle  que  nous  avons  déterminée 
précédemment,  il  faut  connaître  la  longueur  que  nous  avons  ap- 
pelée A,  et  la  position  de  l'origine  G  sur  la  ligne  nn' 

a.  On  a  immédiatement, ^g^.  i, 

h  z=Bn'  —  Bm',  h  =  Bm  —  B/i, 

«  =  rsm  a  —  1  — :—, —  (i  —  cosa  ),     n  =  rsm  a  -i ^-;—ii  ~  cos  a), 


(10)  h 


sin  6      ^  ''  sin  9 
sinx'(i — cos  a) -h  sin  a  (i — cosa') 


2  —  cos  a  —  cos  a 


Nous  appelons  z  l'abscisse  AG  de  l'origine  des  coordonnées  dans  le 
calcul  du  n°  5.  On  a 

z  =  n'B  —  A  —  a, 

z  =  rsm  a'  -\-  r ( i  —  cos  a!)  cot  b  —  h  —  a. 

Toutes  réductions  faites , 

cos  a  —  cos  a' 


2  —  cos  a  —  cos  a 


Les  numérateurs  des  formules  (10  et  (11)  peuvent  être  rendus 
logarithmiques  sans  difficulté;  leur  dénominateur  commun  peut  l'être 
aussi  en  employant  comme  auxiliaire  l'angle  Ô  que  l'équation  (i) 
permet  de  connaître  par  un  calcul  facile.  Toutefois,  les  angles  a,  a' 
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étant  à  très-peu  près  égaux ,  on  doit  éviter  d'employer  le  sinus  de  letn 
demi-différence.  Presque  toujours  on  pourra  négliger  la  différence  de 
ces  angles,  et  l'on  aura  simplement 

sin  5  =  —  sin*  -  a ,     h  :=  rsin  cr.,     z  =:  o. 

«i.  Remplaçant  l'abscisse  x  par  sa  valeur  /»  —  z.  l'équation  (9) 
devient 

(i  2)  V  =  ih  —  z  —  h)  tane  -  ô  H ; — '  ,  .     ■ 

Si  l'on  néglige  la  différence  de  a  à  a',  on  a 
(i3)  j  =  (A  -  A)  tang  ^  Ô -4- f;  cos^  ^  a. 

Si  la  supposition  de  l'égalité  entre  a  et  a'  altère  sensiblement  l'hy- 
perbole, on  en  sera  averti,  parce  qu'elle  ne  passera  plus  par  les 
centres  des  varlets. 

Ces  formules  sont  simples,  et  dans  chaque  cas  les  calculs  pounom 
être  faits  en  quelques  instants.  On  verra  que,  quand  la  course  est 
petite  relativement  aux  bras  des  varlets  et  à  la  longueur  de  la  bielle, 
les  valeurs  de  /s  de  l'équation  (8),  et  celles  de  ^^^  des  équations  (^la) 
ou  (i3),  sont  à  très-peu  près  les  mêmes  entre  les  centres  des  varlets. 
\u  delà  de  ces  points,  les  différences  entie  les  ordonnées  des  hyper- 
boles croissent  rapidement.  Les  déviations  des  bras  des  varlets  ont 
généralement  peu  d'amplitude.  Quand  la  bielle  est  courte,  il  n'est 
pas  nécessaire  de  la  soutenir.  En  faisant  quelques  applications  numé- 
riques .  nous  avons  reconnu  que,  dans  presque  tous  les  cas  où  la  bielle 
a  besoin  de  soutiens  intermédiaires,  on  peut  emplover  des  ravons  à 
centre  fixe,  et  que  sa  flexibilité  et  le  jeu  des  articulations  sont  suffi- 
sants pour  lui  laisser  la  liberté  de  mouvement  nécessaire. 

7.  La  courbe  g^'i  ^g-  '»  fst  facile  à  tracer  par  pomts,  on  peut 
même  lui  mener  facilement  des  normales.  Si  l'on  suppose  que  les  points 
m,  m'  soient  assujettis  à  rester  sur  les  tangentes  niT.  m'T\  le  ponit  g' 
décrira  une  ellipse  tangente  en  g'  à  la  courbe  gg'.  D'après  un  théo- 
rème de  M.  Chasles.   la  normale  à  l'ellipse  en  g'  passe  par  le  point  F 
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où  concourent  les  perpendiculaires  CF,  C'F  élevées  sur  les  directrices 
niT,  m'V  aux  points  de  rencontre  de  la  sécante.  La  ligne  Fg'  sera  donc 
normale  à  gg'. 

On  sait  que  si  ie  long  d'une  droite  on  mène  des  perpendiculaires  a 
une  série  de  lignes  droites  convergentes,  l'enveloppe  de  ces  perpen- 
diculaires est  une  parabole  tangente  en  son  sommet  à  la  ligne  donnée, 
et  qui  a  pour  foyer  le  point  de  convergence.  Il  résulte  de  là  que  les 
tangentes  menées  par  les  différents  points  de  mm'  aux  courbes  décrites 
par  ces  points,  ont  pour  enveloppe  une  parabole  tangente  en  son 
sommet  à  mm',  et  ayant  son  foyer  en  F. 

8.  Examinons  maintenant  le  cas  beaucoup  plus  simple  où  les 
directrices  OD,  OD',^g.  3,  des  points  assujettis  M  et  N  sont  des  lignes 
droites.  Un  point  quelconque  g  de  la  sécante  situé  à  des  distances  m 
et  n  des  points  M  et  N ,  décrit  une  ellipse  qui.  rapportée  aux  direc- 
trices, a  pour  équation 

(  1 4'  in^  x"^  -+-  n^j"^  —  2  mji  xj  cos  5  =  m^  n^. 

S  est  l'angle  des  directrices. 

Si  l'on  appelle  a  l'angle  que  l'un  quelconque  des  axes  de  la  courbe 
fait  avec  l'une  des  directrices .  on  trouve 

,    ^,  msinaS 

(  1 5)  ^  tang  2  a  ^ 


m  cos  2  0  -H  /2 


Piapportant  l'ellipse  à  ses  axes  par  les  formules  ordinaires  de  la 
transformation ,  on  a 

(i6j  ij."^  y^  -h  uP  x^  =  m^  n" , 

en  posant,  pour  abréger, 

(17)  jul"-=    .       [hi-cos°(6  —  a,  -f-w'cos^a-t-  2  m«  cos  a  cos  S  — a")  cos  6], 

(18)  fi'^=    ■  ,^  [w'  sin-  i^ô  — a)-f-n'sin*  a—  2m«sin  y.  sin  9  — a)  cos  B\. 
Si  l'on  ajoute  les  équations   17)  et  (18I.  l'angle  a  disparaît  spontané- 
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menl.  Si  on  les  retranche  l'une  de  l'autre,  on  obtient  une  formule 
dont  on  peut  facilement  éloigner  cet  angle  à  l'aide  de  l'équation  (i5  . 
Des  deux  équations  ainsi  transformées  on  déduit  pour  la  valeur  u.  de 
l'une  quelconque  des  deux  quantités  jn",  u.', 

(191     fjL  =  ^—-K/-[m^-hn^-i-2inn  cos''6)±- \/m'-^-n'' -t- 1  inn  cos  vl S . 

9.  Les  notations  que  nous  avons  adoptées  ne  permettent  pas  de 
reconnaître  facilement  les  modifications  que  l'ellipse  éprouve  quand 
le  point  ^  se  ineut  sur  M'N',  T'a-  ^»  P^'''^*^  l'^^  '^s  deux  paramétres 
varient,  et  que  leur  somme  seule  reste  constante. 

Désignons  par  aa  la  longueur  MN,  et  par  b  la  distance  i\u  point  g 
au  point  A  milieu  de  MN.  On  aura 

n  ::^  a  -h  b ,     m  =  a  —  b. 

Introduisant  ces  nouvelles  notations  dans  l'équation  (19),  on  voit  que 
la  quantité  soumise  au  grand  radical  est  un  carré  parfait ,  et  on 
trouve,  après  réductions , 


M  f.=  -(^^-^±v«^cot^e  +  A^j 


Si  Ion  considère  u.  comme  une  grandeur  absolue,  on  devra  prendre 
hors  de  la  parenthèse  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  a^  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  b'. 

La  nouvelle  notation  introduite  dans  l'équation  [i5)  donne 

(^0  tang2a  =  ^^^^;~^^^^gg- 

10.  Si  Ion  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  valeurs  de  /jl,  et  si 
on  les  ajoute,  on  a 

a'>b-,  a'<b\ 

[11)  ,a"|j.'  =  '^'  —  ^''■>       F-"  P-'  —  ''''  ~"  ^'^ 


?rt 

,              2/7 

., 

U. 

—  u,  — 

sin  'J 

'          sin  6 

(a3)  -u"  ■+■  II' 

Tome  Xl\.  —  Décembre   1849.  SA 
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Les  équations i^aa)  montrent  que  le  produit  fJt."^,u,'^  des  coefficients  des 
carrés  des  variables  de  l'équation  (i6)  est  toujours  égal  à  [a-  —  h'Y  ou 
m^ti^,  c'est-à-dire  au  terme  constant  de  cette  équation,  et  que,  par 
conséquent,  u."  et  p.'  sont  les  longueurs  des  demi-axes  de  lellipse. 
Les  équations  (22)  montrent  ensuite  que  la  surface  de  l'ellipse  est 
indépendante  de  l'angle  des  directrices. 

On  voit  par  les  équations  (aS)  que  la  somme  des  axes  est  constante 
pour  les  ellipses  décrites  par  les  points  d'une  même  sécante  qui 
sont  entre  les  points  assujettis.  Cette  somme  est  égale  à  la  différence 
des  axes  des  ellipses  décrites  par  des  points  situés  hors  de  l'angle  des 
directrices. 

11.  Si  nous  appelons  c  la  distance  du  centre  à  l'un  des  foyers, 
nous  aurons 

c^  ^  ^''^  —  ij.'-, 
d'où 

(24)  c"  =  4^„  Ja^  cot^  9  -t-  ^. 

^  sm  0  ^ 

Eliminant  b  par  la  formule  [21),  on  trouve,  après  réductions, 

,        A.a^  cos  9 

c'  =  -r^ — — 

sin=  9  cos  ^2  y.  —  9) 

Si  nous  mesurons  les  angles  à  partir  de  la  bissectrice  OX  de  l'angle 
DOD'  des  directrices ,  ^g'.    1,   nous  aurons,    en   appelant   oj  l'angle 

variable  és,n\  à  a 6 , 

4  a-     cosô 
)  c-  = 


sin-  9  cos  2(1 


Telle  est  l'équation  polaire  de  la  courbe  des  foyers.  Si  Ton  prend  pour 
axes  les  deux  bissectrices  OX,  OY  des  angles  des  directrices,  on 
trouve  pour  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  parallèles, 

(26)  X-  —y-  =  -T-~- r- 

•^  sin  9  tang  0 

Les  fovers  des  ellipses   forment  une  hyperbole  équilatère  F' FF', 
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F,  F,  F,,  Jig.  4>  dont  les  asymjJtotes  zz,,  z'z',  font  des  angles  de 
45°  ±  9  avec  les  directrices.  L'axe  transverse  OX  est  la  bissectrice  (!«■ 
l'angle  aigu  des  directrices. 

Si  l'on  donne  une  hyperbole  équilatère  quelconque  x'^  —  j'^^p^,  ei 
qu'on  demande  de  déterminer  un  système  de  directrices  et  d'écarte- 
ment  des  points  assujettis  d'une  ligne  droite  mobile,  tel  que  l'hyper- 
bole soit  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  décrites  par  les  divers  points  . 
pour  déterminer  a  et  B  ,  on  aura  une  seule  équation 


Il  existe  donc  une  infinité  de  systèmes. 

On  peut  se  donner  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire  la  grandeui 
de  l'angle  aigu  5  ou  de  l'écarlement  2  rt ,  il  en  résultera  toujours  une 
valeur  réelle  pour  l'autre  quantité. 

12.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  courbe  des  sommets. 
Éliminant  b  entre  les  équations  (20)  et  (24)»  on  trouve 

On  voit  que  les  axes  sont  les  abscisses  de  paraboles  dont  les  distances 
locales  sont  les  ordonnées. 

Éliminant  c^  entre  les  équations  (2$)  et  (27),  on  obtient 

a      /'      ,     cos  0  \ 

u.—  ±  —.     I  ±i • 

'  sin  6  \  cos  2  w/ 

Pour  les  grands  sommets,  il  faut  prendre  le  signe  -+  dans  la  pa- 
renthèse et  mesurer  le  rayon  vecteur  suivant  l'azimut  '■).  Pour  le.- 
petits  sommets,  il  faut  prendre  le  signe  —  dans  la  parenthèse  et 
mesurer  le  rayon  vecteur  suivant  l'azimut  90"  +  w,  ce  qui  revient  a 
changer  le  signe  de  cos2  0),  et  rétablit  le  signe  -h  au  second  terme. 
Enfin ,  comme  rien  ne  change  dans  l'équation  quand  on  y  remplace  oj 
par  t8o°  +  u,  il  est  évident  que  le  double  signe  hors  de  la  paren- 
thè.se  n'ajoute  rien  à  la  richesse  de  la  formule.  L'équation  polaire  de 

5/... 
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la  courbe  des  sommets  est  donc 

(28)  u.=  ^-,    i+- ■ 

'  "^         sin  9  \         cos  2  w/ 

Si  l'on  appelle  9  et  7  les  angles  que  la  tangente  au  point  ^u.,  00  tait 
avec  le  ravon  vecteur  et  avec  l'axe .  on  trouve  sans  difficulté 


cos  2u 

COS  9 


(^9)  tang  9  =  -  cot  2  w  (  I 

,.,     .  C0S'2w —  COS  6  COS  2w+  2  COS  6 

(3o)  tanfi;  7  =  —  cot  w  — ; ; -^ 

^        '  ^    '  COS'  2  M  —  COS  9  COS  2  w  —  2  COS  9 

COS  6  est  toujours  positif  parce  que  nous  prenons  pour  axe  la  bissec- 
trice de  l'angle  aigu  des  directrices. 

15.  Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (28)  gû  par  —  w  ou  par  i8o°:îiw, 
la  grandeur  de  ,a  ne  change  pas.  La  courbe  est  donc  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  et  à  sa  perpendiculaire  élevée  par  le  pôle,  et  pour  la 
discuter  entièrement ,  il  suffit  de  faire  varier  m  de  zéro  à  po  degrés. 

Si  l'on  donne  à  w  une  valeur  très-peu  différente  de  45  degrés  en  plus 
ou  en  moins,  la  valeur  absolue  de  a  sera  très-grande,  et  f  sera  très- 
petit;  quand  «  est  exactement  de  4^  degrés,  ces  quantités  sont  l'une 
infinie,  l'autre  nulle.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe  a  deux  asymp- 
totes inclinées  à  45  degrés  sur  l'axe,  et  situées  de  part  et  d'aiitiv  du 
centre. 

Pour  déterminer  la  position  de  ces  asymptotes,  nous  allons  cLei- 
clier  à  quelle  distance  les  points  de  la  courbe  qui  ont  un  azimut  de 
45  degrés  se  trouvent  de  la  ligne  qui  passe  par  le  pôle,  et  qui  a  cette 
inclinaison.  Appelons  P  la  disrance  d'un  point  de  la  courbe  à  cette 
ligne;  on  a 

P  =   -^-7     i-l sin  =    rj  —  4:)"  ,. 

sin  9  \  cos  2w  '  ^  ^ 

Si  Ion  suppose  à  03  la  valeur  45  degrés,  le  premier  terme  disparait, 
le  second  devient  indéterminé.  Clierchant  sa  valeur  par  le  procédé 
ordinaire ,  on  trouve 


(01 


(i  cot 
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Ce  calcul  s'applique  également  à  l'azimut  de  i35  degrés  dont  le 
double  a  un  cosinus  nul.  La  courbe  a  donc  quatre  asymptotes  z,  z,  , 
z',  z',  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  qui  sont  situées  de  part  et 
d'autre  et  à  égales  distances  des  asymptotes  zz, ,  z'z',  de  l'hypeibole 
apollonienne  des  foyers. 

Ce  résultat  surprend  au  premier  abord;  il  semble  que  les  demi-axes 
étant  mesurés  sur  les  mêmes  rayons  vecteurs  que  les  demi-distances 
locales,  ou  sur  des  rayons  vecteurs  perpendiculaires,  et  devenant  in- 
finis en  même  temps,  la  courbe  des  sommets  devrait  avoir  les  mêmes 
asymptotes  que  l'hyperbole  équilatère  que  forment  les  foyers.  Mais 
on  doit  remarquer  que  quand  les  distances  focales  deviennent  infinies, 
les  axes,  abscisses  de  paraboles,  deviennent  infinis  du  second  ordre 
[art.  12,  équat.  (27)].  Par  conséquent,  le  rayon  vecteur  qui  est  infi- 
niment rapproché  du  point  de  la  courbe  des  foyers  situé  à  l'infini , 
passe  à  une  distance  finie  du  point  correspondant  de  la  courbe  des 
sommets,  et  n'est  pas  asymptote  de  cette  courbe  comme  de  la  pre- 
mière. 

14.  Pour  que  p.  soit  nul,  équation  (28),  il  faut  que  'j  soit  ét^al  à 
qo"  zt.  -  6;  (f  devient  alors  nul;  on  voit  donc  que  la  courbe  admet  :ui 
pôle  deux  tangentes  perpendiculaires  aux  directrices. 

D'après  cela,  et  en  faisant  varier  graduellement  w,  on  reconnaii 
<jue  l'équation  (a8)  représente,  Ji^.  4  ^  '"  ""^  hyperbole  non  apollo- 
nienne S' S  S",  S,  S,  S",  dont  chaque  branche  admet  deux  asymptotes 
qui  se  coupent  à  angle  droit ,  et  qui  sont  parallèles  aux  asymptotes  de 
l'autre  branche;  2"  nne  lemniscate  comprise  entre  les  tangentes  PP', 
P,P', ,  perpendiculaires  aux  directrices;  '^°  deux  courbes  indéfinies 
s' Os",  s\Os\  qui  se  croisent  au  pôle,  tangentes  à  la  lemniscate.  et  qui 
ont  les  mêmes  asymptotes  que  l'hyperbole.  ^ 

La  courbe  appartient  a  la  famille  des  hyperboles  redondantes  ;  elle 
a  deux  axes,  un  centre  et  quatre  sommets  qui  sont  les  sommets  de 
l'ellipse  décrite  par  le  point  de  la  sécante  qui  est  placé  à  égale  distance" 
des  points  assujettis. 

La  lemniscate  et  la  partie  de  riiypetbok-  comprise  entre  les  duec- 
trices  compreimenf  les  sounnets    des  ellipses   décrites  par  les  points 
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assujettis.  Les  autres  ellipses  ont  leurs  petits  sommets  sur  les  courbes 
indéfinies  tangentes  à  la  lemniscate,  et  leurs  grands  sommets  sur  les 
parties  de  l'hyperbole  situées  hors  des  angles  aigus  des  directrices. 

Si  Ion  compare  les  équations  (aS)  et  (28),  on  verra  que  l'hyperbole 
des  sommets  et  l'hyperbole  apollonienne  des  foyers  se  rencontrent  svu' 

les  directrices,  en  des  points  E  situés  à  une  distance  -. —  du  centre. 
'  smô 

Par  les  équations  (26)  et  (3o)  on  reconnaît  que  ces  courbes  ont,  à  leurs 

points   de   rencontre,    les   mêmes   tangentes,    qui   sont  inversement 

perpendiculaires  aux  directrices. 

Id.  Si  l'on  examine  l'équation  (3o) ,  on  verra  que  les  racines  du  nu- 
mérateiu"  du  second  membre  sont  imaginaires;  tang  7  ne  peut  donc 
devenir  nul  que  si  cot  w  l'est ,  c'est-à-dire  si  oj  est  égal  à  ±:  90  degrés. 
La  courbe  n'admet  donc  de  tangentes  parallèles  à  l'axe  qu'aux  som- 
mets de  la  lemniscate. 

Tang  Y  devient  infini  quand  cotoj  est  infini,  et  quand  le  dénomina- 
teur de  l'équation  (3o)  est  nul.  La  courbe  admet  donc  des  tangentes 
perpendiculaires  à  Taxe  aux  sommets  de  l'hyperbole,  et  aux  points 
dont  les  azimuts  sont  déterminés  par 


(32'  COS  2  W  =  -  COS  5  ±1  1/7  COS^  5-1-2  cos  5. 

La  quantité  soumise  au  radical  est  essentiellement  positive.  Si  l'on 
discute  la  seconde  valeur  de  cos2w,  on  verra  qu'elle  est  toujours 
comprise  entre  —  cos  5  et  —  i  ,  et  qu'elle  indique,  par  conséquent, 
quatre  points  situés  sur  la  lemniscate. 

Pour  que  la  première  valeur  de  cos  aoj  indique  un  angle  réel,  il 
tant  qu'elle  soit  plus  petite  que  l'unité,  d'où  l'on  tire 

cos5<^,     5  >  7o°3i'43",6. 

Quand  cette  condition  est  satisfaite,  la  courbe  a  quatre  nouveaux 
pouits  où  ses  tangentes  sont  perpendiculaires  à  l'axe.  Ces  points  sont 
situés  dans  la  partie  de  l'hyperbole  comprise  entre  les  directrices,  car 
la  première  valeur  cos2oi  donnée  par  l'équation  (32'')  est  toujours 
plus  grande  que  cos.  5. 
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Nous  allons  examiner  comment  varient  les  abscisses,  afin  de  recnn- 
naitre  la  forme  de  la  courbe  lorsquelle  admet  des  tangentes  perpen- 
diculaires à  l'axe  en  d'autres  points  de  l'hyperbole  qu'aux  sommets. 

Soit  X  l'abscisse  du  point  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  w 
et  |u,,  on  a 

cos  0 


sin9  \ 


cos  w  ) 


Différentiant ,  on  trouve,  après  réductions, 

(33)       dx  = r— T — - —  cos-  a  oj  —  cos  0  cos  2  w  —  a  cos  5   (I',j. 

^      '  sinOcos-2o) 

Cette  équation  pourrait  servir  à  déterminer  les  points  où  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  l'axe,  si  l'équation  (3o)  ne  nous  avait  déjà 
permis  de  le  faire. 

.\ppelons  oj"  l'azimnt  de  l'un  des  points  de  la  lemniscate  ou  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  l'axe;  o)'  l'azimut  d'im  point  analogue  ilf 
l'hyperbole;  on  pourra  écrire 

Or\         J  <7sin  «<•/&)  .  »\ 

;  5à)      dx  = ^— — - —  , cos  2  w  —  cos  i  «     (cos  •>.  m  —  cos  9.  m    . 

^'  sin  9  cos=  2  w  ^  ■  ' 

Supposons  à  oj  des  valeurs  très-petites;  le  facteur  de  la  seconde 
parenthèse  sera  positif  puisque  o/'  est  toujours  réel,  et  que,  par  suite, 
cosau"  sera  plus  petit  que  l'unité.  D après  ce  cpie  nous  avons  vu,  le 
facteur  de  la.  première  parenthèse  sera  négatif  si  cos  5  est  plus  grand 
qu'un  tiers;  eue  sera  alors  de  même  signe  que  d'.i  si  l'on  suppose  sin  o) 
positif,  et  de  signe  contraire  si  on  le  suppose  négatif.  Dans  les  ileiis 
cas,  l'abscisse  augmenter.!  quand  ie  point  df  l.i  ((iiiilif  <«'i''l<>ii;iieT:i 
de  l'axe. 

Si  cos  5  est  plus  petit  qu  un  tiers,  oj'  est  léel ,  cos  aot'  est  plus  petit 
que  l'unité,  et  l'on  peut  toujours  supposer  w  assez  petit  pour  que  U' 
facteur  de  la  première  parenthèse  soit  positil;  l'abscisse  dimiiiiuMa 
donc  pendant  quelque  temps  quand  le  rayon  vecteur  s'éloignera  île 
l'axe,  et,  par  conséquent,  dans  la  partie  voisine  des  grands  sommets 
la   courbe   sera  concave  vers  le  centre.  On  voit  que  chaque  demi- 
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branche  de  i'hyperbole  est  obligée  d'admettre  une  tangente  perpen- 
diculaire à  l'axe  pour  pouvoir*  retourner  à  son  asymptote. 

La  concavité  aux  grands  sommets  n'est  sensible  que  quand  l'angle  5 
est  très-grand.  La  Jig.  7  représente  la  courbe  pour  un  angle  6  de 
88  degrés.  Les  branches  indéfinies  qui  se  croisent  au  centre  sont  sen- 
siblement droites.  Les  asymptotes  n'ont  pas  pu  être  tracées  siu'  cette 
figure. 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  observerons  qu'on  a  entre  w'  et  m" 
la  relation  très-simple 

cos  a  'ji'  -(-  cos  2  oj"  =  cos  5 . 

16.  11  est  intéressant  de  rechercher  les  points  d'inflexion  ;  la  courbe  en 
a  nécessairement  quand  elle  est  concave  vers  le  centre  en  ses  sommets. 

Quand  il  v  a  inflexion,  — — ^  est  nécessairement  nul   ou   infini.   Ce 

coefficient  ne  peut  être  infini  que  si  7  est  de  90  degrés ,  mais  l'équa- 
tion (34)  montre  qu'aux  points  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à 
l'axe,  doc  change  de  signe,  et  que,  par  conséquent,  il  n'y  a  pas  in- 
flexion. On  aura  donc  tous  les  points  d'inflexion  en  égalant  — -7^  à 
zéro. 

L'équation  (3o)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

z  -1-  2  cos  9 
X 


(35)  tang7  = ,.  ^. 

\        ^  "    '  I cos  20)  Z  —  2C0Se 

en  faisant 

(36)  z  ^  COS'  2  M  —  cos  2  w  cos  5. 

Différentiant  cette  expression,  on  trouve,  après  réductions, 

2  (  z'  -|-  4  cos  6  sin  2  w  -^ 4  cos-  6  1 

(37)  d  tang  7  =  — ^ ; r-, r;^ dui. 

^    ''  °'  (i  —  cos2w)(z  —  2  cos  6)' 

rfz 
Egalant   le  numérateur  à  zéro,   remplaçant  z  et  ^  par  leurs  va- 
leurs en  COS2U  déduites  de  l'équation  (36),  et  éloignant  une  racine 
cos  2  M  ^  o  qui  se  présente,  on  a 

(38)  cos'  2  u  -1-  6  cos  5  cos*  2  «  —  3  cos-  6  cos  2  u  —  8  cos  6  =  0. 
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La  racine  nulle  qu'il  a  fallu  supprimer  vient  de  ce  que  la  courl)e 
se  confond  à  l'infini  avec  le  rayon  vecteur  incliné  à  4^  degrés.  Le 
rayon  de  courbure  devient  alors  infini ,  ce  qui  exige  l'évanouissement 
de  la  seconde  dérivée. 

Si  dans  l'équation  (38)  on  suppose  cos  5  nul,  on  trouve  oj  =  4j  de- 
grés. Les  sommets  des  ellipses  sont  alors  tous  groupés  sur  les  direc- 
trices inclinées  à  45  degrés  sur  les  axes.  La  courbe  est  réduite  à  ces 
deux  droites  qui  devaient  être  indiquées  par  l'équation  des  inflexions, 
parce  que  leurs  secondes  dérivées  sont  nulles. 

vSi  cos  ô  varie  de  o  à  3)  l'équation  (38)  admet  une  racine  réelle. 

toujours  plus  grande  que  cos  6  et  qui  croit  de  o  à  i .  u  diminue  donc 
de  45  degrés  à  o ,  et  la  courbe  a  quatre  points  d'inflexion  sur  la 
partie  de  l'hyperbole  comprise  dans  l'angle  aigu  des  directrices. 

Quand  cos  6  est  51  w  devient  nul.  Sur  chaque  branche  de  l'hvper- 

bole,  les  trois  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  se  confondent,  et  ont 
avec  la  courbe,  en  son  sonnnot,  une  tangence  du  troisième  ordre  qui 
exige  l'évanouissement  de  la  seconde  dérivée. 

Si  cos  6  augmente  de  15  à  o,  4'2  46O ,  cos  2  w  a  toujours  une  seule  va- 
leur réelle,  mais  elle  devient  supérieure  à  l'unité,  et,  par  conséquent , 
M  est  imaginaire.  Quand  cosO  a  atteint  la  grandeur  de  o,426()[*], 
deux  racines  négatives  apparaissent;  elles  sont  d'abord  égales;  elles 
se  séparent  si  cos  6  continue  à  croître,  mais,  ainsi  que  la  racine 
positive,  elles  restent  toujours  supérieures  à  l'iuiité  en  graudeiw 
absolue. 

On  voit  donc  que  la  courbe  n"a  pas  de  points  d'inilexion  quand 
l'angle  aigu  des  directrices  est  plus  petit  que  70" 3 1' 43". 6.  et  que 
quand  il  est  plus  grand  ,  elle  en  a  quatre  situés  sur  la  partie  de  l'hy- 
perbole comprise  dans  l'angle  des  directrices. 

Le  centre  peut  être  considéré  comme  un  doul)le  point  d  inflexion  , 
et  cependant  la  formule  (38)  ne  donne  pas  son  azimut  90" rh  -  6.  C'est 


[']  Plus  exactement  y  v  1 2  >  - 
Torae  XIV  .  —  Uecemdre  i84g 
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qu'à  vrai  dire  on  ne  trouve  pas  une  lemniscate  dans  l'équation  [28). 
Chacun  des  deux  nœuds  est  lié  sans  inflexion  avec  les  deux  demi- 
branches  qui  s'étendent  à  l'infini  de  l'autre  côté  de  l'axe. 

17.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression   du  rayon   de   cour- 
bure que  nous  désignerons  par  la  lettre  p. 
On  a 

D'après  l'équation  (35),  on  peut  écrire 

„  cos'  w  (z  -H  2  cos  9)' 

tang-  7  =  ^—r-  -, 77,' 

^    '        sin'  w  'z  —  2  cos  6)- 

et 

n     nI  {z--!- AzCOS  2WCOS  5  -r  4  cos'9)' 

(4o)  1 1  -r-  tans^  7)  =  ^ ■  ,    , rv. ■ 

y*   ^  '  o    I'  sm^M^z — 2  cos  a)' 

Introduisant  la  fonction  z  dans  l'équation  (33), 

,  a  sin  '■)       ,  /-  \  j 

f4i)  rfo- = ^7 — - — lz  —  icos5)du. 

v^   '  sin  S  cos-  20)  ^ 

Portant   dans  l'équation  (39)  les  valeurs  de  (i  +  tang*  7)%  dx  et 
d  tang  7  des  équations  (4o) ,  (40  et  (37),  on  trouve 

a  {2-+  4  ^  '^05  2w  cos  6  +  4  cos"  6)" 


S=2u    /  ,         ,          „    .            dz  \ 

1  z'  +  4  cos  0  sm  2  0)— 4  "^"S-  9  1 


dz 

Enfin,  remplaçant  z  et  —  par   leurs  valeurs  prises  dans   léqua- 
tion  (36), 

rt  i^COS'  2  0)  +  2  cos  9  cos'  2  0) 3  cos  ■  6  cos'  2  O)  -4-  4  ^°^'  ^)  ' 

v\  ■}        P        j,p  Ocos'2o)('cos^2o)  +  6cos9  cos- 2  0)  —  3  cos' 9  cos  2  0)  —  8 cos  9 

18.  Si  l'on  suppose  dans  l'équation  (4a)  u  égal  à  zéro,  on  trouve 
pour  expression  du  rayon  de  courbure  aux  grands  sommets 

(  I  +  ces  9)' 

^  sin  9fi  —  3cos9) 
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Si  6  varie  de  90  degrés  à  zéro,  p,  d'abord  égal  à  a,  augmente,  devient 

infini  quand  cos  6  = --•   change  de  signe,   diminue,   et,  après  avoir 

atteint  un  mininuim ,   augmente   et  converge  vers   l'infini   quand   6 
converge  vers  zéro. 

On  trouve  que  la  valeiu-  du  minimum  de  0  correspond  à 

cose=-,     6  =  44° 2/,' 55",  I. 

La  valeur  de  0  est  alors,  abstraction  faite  du  signe, 

'^  .  67424  rt- 
Aux  petits  sommets,  on  a 

^^        (i-cos6)' 
"  sin  6  (  H-  3  cos  6) 

Si  0  varie  de  90  degrés  à  zéro,  p  diminue  de  a  à  zéro. 

Nous  venons  de  voir  qu'à  tous  les  sommets  le  rayon  de  courbure 
est  a  quand  9  est  de  90  degrés.  Si  l'on  examine  l'équation  (4>  ,  on 
verra  que  quand  $  approche  de  90  degrés,  p  converge  vers  a.  quel 
que  soit  l'azimut.  Si  cependant  w  est  de  ±i  45  degrés,  le  rayon  s  reste 
infini. 

19.  Poiu'  comprendre  ce  qui  se  passe  alors,  il  faut  se  repoiter  à 
l'équation  générale  de  la  courbe  (28).  Si  l'on  y  fait  ô  =  90  degrés,  elle 
se  divise  en  deux  : 

cos  2  0)  =  0,     f .  =  a. 

La  première  représente  les  directrices  qui  deviennent  les  axes  de 
toutes  les  ellipses.  La  seconde  indique  un  cercle  qui  est  décrit  par  le 
point  de  la  ligne  droite  mobile  situé  à  égale  distance  des  points  assu- 
jettis. Tous  les  points  de  ce  cercle  étant  des  sommets,  la  formule  (28) 
devait  donner  son  équation. 

La^g.  7  et  l'équation  (4^)  montrenl  coiiunent  la  coinbe  se  trans- 
forme en  un  cercle  et  deux  lignes  droites.  La  partie  de  l'hyperbole 
voisine  de  l'axe  devient  concave  vers  le  centre,  et  plus  5  augmente, 
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plus  elle  se  rapproche  de  la  forme  circulaire.  Cependant  la  lemniscate 
s'enfle,  et  les  parties  voisines  de  ses  sommets  affectent  aussi,  elles,  Ja 
tornie  circulaire.  Les  autres  parties  de  la  courbe  s'aplatissent  contre 
leurs  asymptotes  qui  se  rapprochent  du  centre.  Quand  6  arrive  à 
90  degrés ,  les  quatre  quaris  de  cercle  qui  se  préparaient  aux  sommets 
de  Ihyperbole  et  de  la  lemniscate  se  réunissent  [*] ,  et  les  autres 
parties  de  la  courbe  se  confondent  avec  les  asymptotes,  qui  elles- 
mêmes  se  superposent  aux  rayons  vecteurs  inclinés  à  45  degrés. 

On  doit  remarquer  que ,  dans  l'intérieur  du  cercle ,  les  droites  sont 
entièrement  formées  de  parties  empruntées  à  la  courbe  des  petits  som- 
mets; c'est  que  si  le  petit  axe  de  l'ellipse  passe  par  tous  les  états  de 
grandeur,  suivant  la  position  du  point  décrivant  sur  la  droite  mobile, 

le  grand  axe  a  un  minimum  art  (généralement  aacot-  ô)  qu'il  ne 
peut  pas  franchir. 

20.  Nous  avons  étudié  avec  soin  la  forme  de  la  courbe  (28) ,  et 
nous  nous  sommes  attaché  à  recoiuiaitre  les  modifications  qu'elle 
éprouve  suivant  les  variations  de  l'angle  5.  Cette  étude  était  néces- 
saire pour  comprendre  comment  les  ellipses  se  disposent  et  se 
groupent.  On  peut  faire  sur  la  courbe  (28)  beaucoup  d'autres  spécu- 
lations intéressantes;  nous  en  indiquerons  quelques-unes. 

A.   L'angle  çj  que  forme  le  rayon  vecteur  avec  la  tangente  est  nul 

aux  points  dont  les  azimuts  sont  90"  ±  45"  et  90°  ±  -  0  ;   entre  ces 

points,  il  s'en  trouve  nécessairement  un  où  langle  9  atteint  un  maxi-' 
mum.  On  trouve  que  l'azimut  de  ce  point  est  donné  par 

cos''  2  w  —  2  cos  2  y  —  cos  5  =  0, 
d'où  l'on  tire 

cos  2  w  =  —  2  t/^  sin  I  30°  —  ^  arc  cos  Wô^  cos  6  )• 

[*]  L'équation  (32)  montre  que  quand  6  approche  de  90  degrés,  les  rayons  vecteurs 
des  deux  points  qui  admettent  des  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  se  rapprochent , 
et  que  leurs  azimuts  convergent  vers  45  degrés;  ils  semblent  atteindre  cette  limite 
quand  l'angle  9  est  droit,  mais  alors  les  deux  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  dispa- 
raissent, comme  on  le  voit  par  l'équation  (3o). 
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Si  Q  varie  de  go  degrés  à  zéro,  w  augmente  de  45°  à  64"  5'  i3',6. 

B.  Si  l'on  donne  l'inclinaison  y  d'une  tangente,  on  pourra  calculer, 
à  l'aide  de  l'équation  (3o),  le  point  de  la  courbe  où  la  tangence  a  lieu. 
On  est  conduit  à  une  équation  du  cinquième  degré  qui  se  simplifie 
quelquefois.  Ainsi  les  azimuts  des  points  où  la  tangente  est  inclinée 
de  45  degrés  sur  l'axe,  sont  donnés  par  la  formule 

cos'  2  oa  —  2  cos  6  cos-  1  u  -+  cos''  6  cos  2  u  4-  4  tos  S  =  o. 

Cette  équation  n'a  qu'iuie  racine  réelle  qui  est  comprise  entre 
—  cosô  et  —  I  et  qui,  par  conséquent,  indique  quatre  points  situés 
sur  la  lemniscate. 

C.  Ees  rayons  de  coinbure  au  pôle  ont  luie  expression  très-simple. 
Si,  dans  l'équation  (4^),  on  suppose 

cos  2  «  =  —  cos  Ô , 
un  trouve 


Si  l'on  prend  sur  chaque  directrice  des  points  G  qui  soient  a  une 
distance  a  du  pôle,  et  que,  par  ces  points,  on  lui  élève  des  perpendi- 
culaires jusqu'à  l'autre  directrice,  les  points  do  rencontre  Q  seront 
les  centres  de  courbure.  Les  points  G  sont  évidemment  sur  l'ellipse 
décrite  par  le  point  de  la  sécante  qui  est  à  égales  distances  des  deux 
points  assujettis. 

D.  Si ,  après  avoir  tracé  la  courbe  (28),  on  augmente  tous  les  layons 
vecteurs  d'une  même  quantité,  on  aura  une  courbe  absolinnent  de 
même  nature,  et  qui  correspondra  à  des  directrices  plus  i-approchées 
des  asymptotes. 

Si  Ion  diminuait  les  rayons  vecteurs  diuie  quantité  plus  petite  cpie 

«  lang  -  Ô  ou   plus   grande  que  d  co{  ~  6 ,   on    trouverait  encore   une 

courbe  de  même  nature.  Pour  une  diminution  comprise  entre  ces 
limites,  on  a  une  courbe  du  même  genre,  mais  d'une  forme  altérée  et 
qui  a  perdu  la  belle  propriété  dètre  le  lieu  des  sommets  des  ellipses 
décrites  par  les  divers  points  d'une  ligne  droite  mobile. 
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E  Si  du  pôie  comme  centre  on  décrit  un  cercle,  il  coupera  géne- 
î-alement  la  courbe  (28)  en  huit  points  qui  appartiennent  à  deux 
systèmes.  La  somme  des  sécantes  des  doubles  des  azimuts  de  deux 
points  pris  dans  les  deux  systèmes  est  indépendante  du  ravon  du 
cercle. 

F.  La  courbe  représentée  par  l'équation  (28)  ne  convient  qu'à  un 
seul  système  de  directrices  et  d'écartement  de  points  assujettis.  La 
inéine  hyperbole  de  foyers  correspond  donc  à  une  infinité  de  courbes 
de  sommets;  elle  est  l'enveloppe  de  ces  courbes. 

21.  L'équation  (28)  permet  de>tracer  facilement  la  courbe.  Pour  cela, 
du  point  0,Jîg.  5,  intersection  des  directrices,  tracez  un  cercle  GQO' 
d'un  rayon  égal  à  -r-r'  et  portez  sur  la  bissectrice  OY  de  l'angle 
obtus  des  directrices,  une  longueur  OH  égale  au  cosinus  de  6  mesuré 
dans  le  cercle  OG;  tracez  deux  rayons  vecteurs  rectangulaires  OK,  OK' 
dont  le  premier  fasse  avec  OX  un  angle  de  moins  de  45  degrés;  abais- 
sez GQ  perpendiculaire  sur  OK,  puis  QB  perpendiculaire  sur  OX  ; 
menez  GR  parallèle  à  la  ligne  qui  joindrait  les  points  B  et  H  ;  enfin  , 
portez  la  longueur  OR  de  c  en  m,  et  de  c'  en  m'  :  les  points  m,  m' 
seront  sur  la  courbe.  Quand  le  rayon  vecteur  OR  aura  décrit  un 
ansle  de  4^  degrés,  on  aura  tracé  un  quart  de  la  courbe;  les  trois 
autres  quarts  sont  symétriques. 

Nous  indiquerons  une  autre  construction  :  les  cosinus  des  angles  2  « 
se  mesurent  naturellement  sur  l'axe  OX.  Si  nous  portons  les  rayons  vec- 
teurs en  ordonnées  perpendicidaires  à  cet  axe,  1  équation  '28)  représen- 
tera une  hyperbole  apollonienne  équilatère  dont  les  asymptotes  seront 
O'X'  et  O'Y.  La  grandeur  de  cette  hyperbole  dépend  du  rayon  du 
cercle  dans  lequel  on   mesure  les  cosinus.  Nous  supposerons  que  ce 

soit  dans  le  cercle  dont  le  ravon  est  OO'  ou  -: — r-  L'hvperbole  est  fa- 

sm  9  "  ^ 

cile  à  construire.  Le  rayon  vecteur  O/n  à  porter  dans  la  direction  OR. 
sera  l'ordonnée  BD  correspondante  à  l'arc  double  et  prolongée  jusqu'à 
l'hyperbole. 

Des  équations  (a8)  et  (29)  on  déduit 

tane  o  = r  cot  2  &j. 
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Oin,  me  et  O'V  sont  u.,  u. A^  et  cot  ■>.'.>.  On  peut  donc  liou- 

ver  (S  par  une  construction  très-simple. 

22.  L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  parallèles  ji'offVe 
rien  de  remarquable  ;  elle  est  du  sixième  degré, 

(43)         [x'  -  j')  (x*  -  j')  =  a^  (x'  rot  '-  6  -  f'  tang  ^jY ■ 

Les  axes  sont  les  bissectrices  OX ,  OY,  Jig.  4,  des  angles  des  direc- 
trices. 

Si  l'on  recherche  les  asymptotes,  on  trouve  pour  leur  équation 

^        ^11  i-ot  9 

j"  =z  :±i  X  ±  ;^-- 

v'a 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  droites  sont  précisément  celles  qut-  mous 
avons  trouvées  au  n°  14. 

Si  6  est  90  degrés,  l'équation  (43)  donne,  comme  l'équation  (28), 
deux  lignes  droites  inclinées  à  45  degrés  sur  les  axes,  et  le  cercle  qui 
a  .son  centre  à  l'origine,  et  dont  le  rayon  est  a. 

23.  Nous  avons  vu,  n"  7,  que  les  tangentes  de  toutes  les  ellipses  , 
aux  points  qui  correspondent  à  une  même  position  tie  la  sécante,  ont 
pour  enveloppe  une  parabole  au  loyer  de  laquelle  concourent  les  nor- 
males des  différentes  ellipses.  On  détermine  facilement  ce  fover  en 
élevant  des  perpendiculaires  aux  directrices,  par  les  points  où  la  ligne 
mobile  les  coupe.  On  reconnaît  ensuite  sans  difficidté  que  lorsque  la 
sécante  se  meut,  et  que  ses  points  décrivent  des  ellipses,  le  foyer  de 
la  parabole  enveloppe  des  tangentes  décrit  un  cercle  dont  le  centre 
est  au  point  O,  intersectioi  des  directrices ,  ^/g.  4^   ^t  qui  a  pour 

rayon  ^— ^-  Ce  cercle  passe  par  les  points  de  cont,i(  t  V  d^'^  hyper- 
boles, n°  14. 

24.   Il  est  facile  de  trouver  l'équation  de  Tenveloppe  des  sécantes 
mobiles,  lorsque  les  directrices  sont  rectangulaires. 
Soit 
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l'équation  de  cette  enveloppe,  rapportée  aux  directrices,  u  est  une 
fonction  nécessairement  sjmétrique  des  coordonnées  variables  x  et  ^ 
d'un  point  de  l'enveloppe  ;  c  est  une  quantité  constante. 

Les   directrices    faisant   partie  des  sécantes   mobiles   doivent   être 
tangentes  à  la  courbe;  ce  qui  exige  que 


(44) 


,  du  du 

quand     j:  =  o  ,      on  ait     —  =  o     ou     —  ^  oo  : 


quand    y  ^=.  o ,      on  ait 


dx 

du  du 

—   =   O       OU       -- 

ax  dy 


L'écjuation  de  l'une  quelconque  des  lignes  mobiles  est 

Il  ^  du         1      ,  ,   du 


La  partie  comprise  entre  les  axes  étant  égale  a  2«,  on  doit  écrire 

Idu 


i,e\  l  ''"  ''" 

(45)  [Tr''^lZJ 


^m^wY''' 


Le  premier  facteur  sera  constant,  si  la  fonction  symétrique  u  est 
un  binôme  dont  chaque  terme  ne  contienne  qu'une  des  variables  à  un 
exposant  quelconque.  Le  second  facteur  sera  également  constant,  si 
cet  exposant  est  tel,  qu'il  soit,  ou  exactement  reproduit,  ou  réduit 
à  zéro  par  la  différentiation,  le  renversement  en  dénominateur  et  l'élé- 
vation au  carré.  Dans  le  premier  cas,  en  effet,  ce  facteur  est  la  fonc- 
tion ;/;  dans  le  second  ,  les  variables  disparaissent. 

Nous  sommes  ainsi  conduit   aux  exposants  ^  et    i .   Le  second  ne 

satisfait  pas  aux  conditions  (Sg),  et  doit  être  rejeté;  le  premier  !eiu- 
satisfait  pleinement,  et  doit,  par  conséquent,  être  admis. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (/jo)  devient  le  cube  de  u,  si  Ion 
.suppose  que  dans  cette  fonction  les  coefficients  des  variables,  qui 
sont  nécessairement  égaux,  soient  réduits  à  l'unité.  La  racine  cubique 
du  second  membre  (2/7)"  sera  donc  égale  au  terme  constant  c  Nous 
obtenons  ainsi  : 

j~'  -t-  x^  =  [laY . 
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Cette  équation  représente,  comme  on  sait,  une  épicycloicle  décrite 
par  un  cercle  dont  le  diamètre  est  a  dans  un  cercle  d'un  diamètre 
quadruple. 

On  avait  déjà  remarqué  la  propriété  des  tangentes  de  cette  courbt^ 
de  couper  les  axes  en  des  points  dont  la  distance  est  toujours  égale  au 
diamètre  du  cercle  régénérateur.  Cette  propriété  donne  probablement 
le  moyen  le  plus  simple  de  la  tracer. 

25.  Nous  allons  maintenant  examiner,  dans  une  même  ellipse,  le^ 
différents  systèmes  de  directrices  qu'elle  peut  admettre.  Pour  simplifier 
le  langage  ,  nous  dirons  que  deux  diamètres  sont  correspondants  , 
quand  l'ellipse  pourra  être  décrite  par  un  point  dune  sécante  qui 
aurait  sur  eux  deux  points  assujettis. 

Nous  repienons  nos  anciennes  notations  de  l'article  9  :  m  et  //  sont 
les  distances  du  point  décrivant  aux  points  assujettis.  Ces  deux  quan- 
tités sont  positives,  quand  le  point  décrivant  est  entre  les  points  assu- 
jettis; quand  il  n'y  est  pas,  l'une  des  deux  est  nécessairement  négative 
et  l'autre  positive.  Les  grandeurs  absolues  de  m  et  n  sont  évidemment 
les  longueurs  des  demi-diamètres  des  directrices. 

Les  équations  (22)  et  (23)  deviennent  : 


nm  >  0, 

n  m  <C  0  , 

22  bis) 

n  m  =:  fj."  p.' . 

jiin  =^  —  11."  ij. 

^23  bis] 

sin  6  =  -7, ;  î 

sm  5  =  -7, ; 

La  formule  (22  his)  montre  que,  dans  une  ellipse,  le  rectangle  de 
deux  diamètres  correspondants  est  toujours  égal  au  rectangle  des  axes. 

Si  l'on  donne  l'angle  qu'un  diamètre  fait  avec  le  grand  axe,  il  sera 
facile  d'avoir  .sa  demi-longueur  n,  qui  sera  comprise  entre  [x"  et  [x' ;  on 
calculera  par  les  formules  (22  bis)  la  demi-longueur  m  du  diamètre  coi- 
respondant,  on  trouvera  ensuite  ,  par  les  équations  {i3  bis) ,  deux  sinus 
qui  seront  toujours  plus  petits  que  l'unité,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  en 
discutant  leurs  expressions.  Langle  6  aura  donc  toujours  deux  valeurs 
réelles,  et  l'on  pourra  placer  dans  deux  positions  le  demi-diametre  m. 
Tout  diamètre  a  donc  deux  diamètres  correspondants,  de  même  Ion- 
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gueur,  et,  par  conséquent,  placés  d'une  manière  symétrique  par  rap- 
port aux  axes.  Avec  l'un  de  ces  diamètres ,  le  point  décrivant  est  entre 
les  points  assujettis  ;  avtc  l'autre,  il  est  en  dehors  d'eux.  Deux  diamètres 
placés  d'une  manière  symétrique  par  rapport  aux  axes ,  ont  évidemment 
les  mêmes  correspondants.  Enfin  ,  comme  un  diamètre  de  longueur 
donnée  ne  peut  recevoir  dans  une  ellipse  que  deux  positions ,  il  est  ma- 
nifeste que  deux  diamètres  dont  le  rectangle  est  égal  à  celui  des  axes 
sont  correspondants. 

Si  le  diamètre  donné  est  un  axe,  les  deux  diamètres  correspondants 
se  réunissent  dans  le  second  axe. 

Si  le  diamètre  donné  est  moyen  proportionnel  entre  les  axes,  il  n'a 
qu'un  correspondant,  et  l'ellipse  ne  peut  être  décrite  que  par  un 
point  compris  entre  les  deux  assujettis.  L'autre  mode  de  génération 
disparaît,  parce  que  la  seconde  des  valeurs  de  d  devient  nulle  ;  le  dia- 
mètre se  confond  alors  avec  son  second  correspondant,  et  les  deux 
points  assujettis  de  la  sécante  se  confondant  également,  ses  diverses 
positions  ne  sont  plus  déterminées. 

Si  l'ellipse  est  un  cercle,  les  deux  quantités  ui  et  /i  sont  égales;  la 
pi-emière  valeur  de  0  est  de  90  degrés.  Le  cercle  peut  donc  être  décrit 
par  un  point  d'une  sécante  placée  à  égales  distances  de  deux  autres 
assujettis  à  glisser  sur  des  droites  rectangulaires.  La  seconde  valeur 
de  6  est  arbitraire;  les  deux  points  assujettis  se  confondent,  et,  pour 
décrire  le  cercle,  il  suffit  de  les  retenir  au  centre  :  ce  qui  a  lieu,  si 
on  les  oblige  à  rester  sur  le  diamètre  donné,  et  sur  l'iui  quelconque 
des  autres. 

>  26.  Quand  une  ellipse  est  tracée,  on  trouve  les  diamètres  corres- 
pondants d'un  diamètre  donné  par  une  quatrième  proportionnelle  et 
un  arc  de  cercle. 

Tout  le  monde  connaît,  pour  le  cas  où  l'ellipse  n'est  pas  tracée,  une 
construction  qui  consiste  à  décrire  un  cercle  d'un  diamètre  égal  à  la 
somme  des  demi-axes,  ayant  son  centre  sur  le  grand  axe  et  tangent  au 
petit.  Les  cordes  de  ce  cercle  qui  passent  par  les  extrémités  du  grand 
axe  de  l'ellipse,  rencontrent  la  circonférence  en  des  points  qui,  deux 
à  deux ,  appartiennent  à  des  directions  de  diamètres  correspondants. 

Cette  construction  élégante  a  l'inconvénient  de  s'étendre  loin   de 
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l'ellipse,  et  d'exiger  souvent  une  réduction  d'échelle.  Elle  ne  donne 
d'ailleurs  que  la  direction  du  second  diamètre,  et  si  l'on  veut  tracer 
l'ellipse,  il  faut  ensuite  chercher  les  longueurs  des  deux  diamètres.  Il 
est  plus  simple  de  chercher  d'abord  ces  longueurs,  la  direction  du 
second  diamètre  s'en  déduit  très-simplement. 

Soient  AA',  BB', Jig.  6,  les  axes  d'une  ellipse,  et  W  un  diamètre 
quelconque.  Des  sommets  A' et  B'  nous  abaissons  les  perpendiculaires 
A'q,  B' p  sur  ce  diamètre;  nous  portons  A'ry  de  p  en  q'  ;  nous  joignons 
B'q',  et  nous  prenons  sur  cette  ligne  une  longueur  B'G  égale  à  C'.A; 
nous  menons  GK  parallèle  au  diameire  donné  VV;  nous  rabattons  B'q' 
sur  B'B,  et  nous  prenons /)H  égal  à  K/y";  nous  menons  D'D  parallèle 
à  VV,  et  du  centre  C,  avec  un  rayon  égal  à  la  différence  des  demi- 
axes,  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  D'D  en  F;  nous 
traçons  .SS'  par  C  et  F,  et  enfin  T'T  et  U'U  dans  des  positions  syiné 
triques  par  rapport  aux  axes,  aux  lignes  S' S  et  VV. 

Si  l'on  prend  sur  deux  lignes  droites  Mg,  M' g'  égaux  ii  BK,  ei  Ng, 
N'g'  égaux  à  R'ry',  l'ellipse  pourra  être  décrite  par  le  point  g,  en  faisant 
glisser  le  point  M  sur  S'S  et  le  point  N  sur  VV,  ou  le  point  M  sur  T'T 
et  le  point  N  sur  UU';  elle  le  sera  encore  par  le  point  g',  si  l'on  fait 
glisser  M'  sur  TT'  et  N'  sur  W,  ou  M'  sur  SS'  et  N'  sur  UU'. 

Pour  légitimer  cette  construction,  il  suffit  de  remarquer  quen  éli- 
minant n  et  5  entre  les  équations  (22  his),  (aS  bis)  et  (i5  bis),  ou  en 
calculant  directement  m  d'après  les  donnéesde  l'ellipse  et  l'inclinaisuna 
de  ce  diamètre  sur  l'axe ,  on  trouve 


\  ,a  '  sm  '  a  -f-  a    cos  '  a . 


B'q'  est  évidemment  m,  et  B'K,  11.  On  voit  ensuite,  d'après  l'équa- 
tion (24  bis),  que  SCV  est  égal  à  la  seconde  valeur  de  &. 

Les  diamètres  correspondants  permettent  quelquefois  de  trattr  la 
pidenient  des  arcs  d'une  grande  ellipse  quand  les  autres  procédés  gra- 
phiques sont  inadmissibles.   Ce  moyen,  du  reste,   ne   peut  pas  etie 
toujours  employé ,  et  quand  les  diamètres  sont  très-grands  \\  faut  en 
venir  à  calculer  des  ordonnées  sur  une  corde. 

'27.   Nous  avons  vu,  n"  7,  que  quand    une  ligne  droite  se  meut 
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dans  un  plan,  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  que  décrivent  ses 
points  ont  constamment  pour  enveloppe  une  parabole.  On  peut  fa- 
cilement démontrer  ce  théorème  dans  toute  sa  généralité ,  et  recon- 
naître quel  est  le  paramètre  de  la  paribole. 

Supposons  qu'une  sécante  gg'.  Jig.  i,  se  meuve  dans  le  plan  de 
deux  lignes  Bn,  B/?^,  de  manière  que  la  différence  des  segments  de 
ces  lignes  (Bg'  —  Bg-)  reste  toujours  égale  à  une  quantité  donnée  h. 
L'enveloppe  de  cette  ligne  mobile  rapportée  aux  directrices  Bn,  Bm, 
a  pour  équation 

■r-  -+-  j^  -+-  2  Xf  —  -ihy  +  ihx  +  li^  =  o. 

Si  l'on  rapporte  cette  parabole  à  la  bissectrice  BE  de  l'angle  0  des 
directrices,  et  à  sa  perpendiculaire  BY',  on  trouve 

I 

cos  -  9 

X-  —  ih +  h^  cos^  ô  =  o. 

tang  -  9 

Si  II  et  9  deviennent  infiniment  petits  dh  et  d^  ,  la  parabole  a  pour 
équation 

(46)  -^='»^^- 

La  ligne  gg'  est  alors  une  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  g;  on  voit  que  l'enveloppe  de  ces  tangentes  est  une  parabole. 
Cette  proposition  est  vraie  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement 
de  gg' ,  pourvu  que  deux  positions  infiniment  voisines  se  coupent 
toujours,  et  que  cette  ligne  glisse  sur  son  enveloppe.  S'il  n'y  avait 

pas  glissement,  -—  serait  nul,  et  j  serait  infini  pour  toute  valeur  de  jc. 

Les  courbes  seraient  alors  des  développantes,  et  toutes  leurs  tangentes 
seraient  parallèles  et  perpendiculaires  à  gg'. 

Appelons  ds  l'élément  de  l'enveloppe  qui  est  parcouru  par  le  point 
de  tangence  de  la  génératrice  pendant  qu'elle-même  glisse  de  la  quan- 
tité dh ,  et  B  le  rayon  de  courbure  de  cette  enveloppe  au  point  de 
contact  avec  la  génératrice ,  on  aura 

ds  =  BdS 
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et 

(47;  j:^  =  4rJj. 

Ainsi  donc,  si  une  ligne  droite  décrit  une  surface  developpable,  et 
qu'en  même  temps  elle  glisse  sur  l'arête  de  rebroussement  suivant  une 
loi  quelconque,  les  tangentes  menées  le  long  d'une  génératrice  aux 
courbes  décrites  par  ses  divers  points  dans  leur  doidjle  mouvement, 
ont  pour  enveloppe  une  parabole  tangente  en  son  sommet  à  la  gé- 
nératrice et  à  l'arête  de  rel^roiissement ,  comprise  dans  le  plan  tan- 
gent à  la  surlace,  et  dont  le  paramètre  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon 
de  courbure  de  l'arête  de  rebroussement  au  point  de  contact,  multi- 
plié par  le  rapport  des  vitesses  du  glissement  et  du  parcours  sur 
l'arête. 

On  peut  ajouter,  d'après  une  propriété  connue  de  la  parabole,  que 
les  normales  des  courbes  décrites  aux  points  qui  correspondent  à  une 
même  position  de  la  génératrice,  concourent  toutes  au  foy^i"  de  la 
parabole  enveloppe  des  tangentes. 

Cette  proposition  donne  un  moyen  généralement  facile  de  mener 
des  tangentes  aux  courbes  tracées  sur  des  surfaces  développables.  Si 
la  surface  est  un  cône,  il  faut  recourir  à  l'équation  46),  car  la  for- 
mule (47)  donne  un  paramètre  indéterminé. 

On  peut,  par  ce  procédé,  résoudre  le  problème  de  Garbinski  sur 
la  tangente  à  la  spirale  conique  (  Aruiales  de  Mathcmatùfiies  de 
Gergonne  ,  tome  XVI,  page  167);  il  suffit  de  construire  et  de  rabattre 
le  plan  tangent  au  cône,  d'y  placer  le  foyer  de  la  parabole,  ce  qui 
est  facile,  car  le  rapport—  est  constant  et  nécessairement  coniui  . 
enfin  de  tracer  la  normale  et  la  tangente,  et  de  relever  le  plan. 

Sainl-Naiaire,  le  iSaoOl  i8}i| 


Addition. 


SOMMAIRK.  —  Si  les  directrices  rectilignes  ne  sont  pas  siliices  dans  un  inonu-  plan  , 
les  courbes  décrites  sont  encore  des  ellipses  pour  lesquelles  la  somme  on  la  diflërence 
des  axes  est  constante,  et  dont  les  surfaces  sont  indépendantes  de  l'angle  des  direc 
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trices  (28).  —  La  courbe  formée  par  les  foyers  est  l'intersection  d'un  cylindre  hyper- 
bolique avec  un  paraboloïde  hyperbolique  (29).  —  La  ligne  mobile  engendre  un 
hvperboloïde  gauche  du  quatrième  degré.  Les  asymptotes  des  hyperboles  que 
donnent  les  sections  faites  par  l'axe ,  forment  une  surface  gauche  du  quatrième 
degré.  Équations  de  la  courbe  que  forment  les  sommets  des  ellipses  (50). —  Quand  les 
directrices  sont  rectangulaires ,  la  courbe  des  foyers  se  transforme  en  deux  paraboles, 
et  la  courbe  des  sommets  en  quatre  lignes  droites  |3I;. 

28.  Si  les  directrices  sont  des  droites  non  situées  dans  un  même 
plan,  on  peut,  pour  chacune  d'elles,  mener  un  plan  parallèle  à 
l'antre  ;  on  aura  ainsi  deux  plans  parallèles  et  que  nous  supposerons 
horizontaux. 

La  longueur  de  la  partie  de  la  droite  mobile,  interceptée  entre  ces 
ileiix  plans,  est  constante  d'après  la  loi  même  de  son  iriouvement  ;  cette 
ligne  reste  donc  toujours  également  inclinée  à  l'horizon  et  chacun  de 
ses  points  se  meut  dans  un  plan  horizontal. 

Prenons  pour  plan  de  projection  un  plan  horizontal  quelconque, 
celui  qui  est  à  égales  distances  des  deux  cUrectrices.  Leur  commune 
perpendiculaire  sera  représentée  par  tm  point ,  et  elles-mêmes  par 
deux  droites  qui  se  croiseront  en  ce  point  et  sur  lesquelles  glisseront 
les  projections  des  points  assujettis.  La  distance  de  ces  projections  sera 
constante,  puisque  l'inclinaison  de  la  ligne  mobile  ne  varie  pas;  les 
projections  des  courbes  décrites  par  ses  différents  points  seront  donc 
des  ellipses  concentriques  qui  jouiront  des  diverses  propriétés  que 
nous  avons  constatées  au  n°  50.  Mais  les  courbes  sont  dans  des  plans 
horizontaux,  et,  par  conséquent,  se  projettent  en  vraie  grandeur; 
elles  sont  donc  aussi  des  ellipses  qui  ont  leurs  centres  sur  la  commune 
perpendiculaire  des  deux  directrices,  et  qui  jouissent  des  propriétés 
reconnues,  c'est-à-dire  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  axes 
est  constante,  et  que  leurs  surfaces  sont  indépendantes  de  l'angle  des 
directrices. 

Nous  prenons  pour  axe  des  z  la  commune  perpendiculaire  des 
directrices  ,  et  pour  axes  des  x  et  des  j-  les  bissectrices  des  angles  aigu 
et  obtus  des  projections  horizontales  des  directrices.  Nous  conservons 
les  notations  adoptées,  et  nous  appelons  7  l'inclinaison  de  la  ligne 
mobile    s»u-    l'horizon;    en    d'autres    termes,    nous    désignons    par 
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2rt  sin  c  la  distance  des  deux  directrices  mesurée  sur  leur  comiimne 
perpendiculaire. 

Si  nous  remplaçons  a  et  é  par  a  ces  a  et  h  cos  ?  dans  les  n"'  9,  IC» 
et  suivants,  les  équations  représenteront  toutes  les  circonstance*  des 
projections  horizontales  des  différentes  courbes.  Les  courbes  des  som- 
mets et  des  foyers  sont  donc  sur  des  cylindres  des  deuxième  et  sixième 
degrés  dont  les  équations  nous  sont  connues. 

29.  Pour  trouver  une  autre  surface  qui  contienne  ces  courbes,  nous 
observerons  que  chaque  ellipse  étant  horizontale,  ses  foyers  et  ses 
sommets  ont  la  même  ordonnée  /«sina.  On  déduit  de  l'équation  (ai), 

en  se  rappelant  que  nous  avons  appelé  o)  la  différence  a 1 

b  :=  a  cot  S  tang  2  oj  [  *  ] , 
on  a  donc 

(48)  r.  =  a  sin  (7Cot  5  tang  u'jj. 

Cette  équation,  jointe  aux  précédentes,  détermine  complètement 
les  courbes.  Si  on  la  transforme  en  coordonnées  parallèles,  on  a 

(49)  )' '  —  x^z  -¥  2  nxj  cot  9  sin  7  =:  o. 

Les  courbes  des  foyers  et  des  sommets  peuvent  donc  être  obtenues 
par  l'intersection  d'une  surface  du  troisième  degré  avec  des  cylindres 
des  deuxième  et  sixième. 

L'équation  du  premier  de  ces  cylindres  est 

Combinant  cette  équation  avec  lequation  (49),  on  obtient  la  for- 
mule 

(50)  2  nz  cos  a  —  xy  tang  7  sin  5  =  o , 


I*]  Cette  équation  permet  de  trouver,  par  une  construction  très-simple,  les  «lirei- 
lions  des  axes  d'une  ellipse  décrite  par  un  point  donné  sur  une  ligne  mobile 
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qui  représente  un  paraboloïde  hyperbolique.  La  courbe  des  foyers 
peut  donc  être  obtenue  très-facilement  par  l'intersection  de  deux 
surfaces  réglées  du  deuxième  degré. 

50.  Clierchons  maintenant  l'équation  de  la  .surface  engendrée  par 
la  ligne  mobile.  Les  équations  des  directrices  sont 

ij—x  tang  -  5  =  o ,      ij-  -1^  X  tang  -  ô  =  o , 
z  —  a  sin  a  ^  o,       I         r  -i-  a  sin  c  =  o. 

Si  Ton  pose  pour  équations  de  la  génératrice  dans  l'une  quelconque 
de  ses  positions, 

a:  =  pz  -h  q, 

en  exprimant  que  cette  ligne  rencontre  les  deux  directrices,  et  que 
la  distance  des  points  de  rencontre  est  2  a ,  on  trouve  pour  équations 
de  condition 

q'=  pa  sin  c-  tang  -  5 . 

q  =z  p'  a  sin  ■y  cot  -  5, 
p^  _u  ^'2  ^  cot^  or. 
Eliminant  les  coefficients  p,  q,  p'  et  q' ,  on  obtient 

\  ixz—  aj  sin  a  cot  -(>]—  [j'z  —  ax  sin  a  tang  -  6  j 
'  =  (z^  —  a^  sin*  tyf  cof-  g. 

Cette  équation  représente  un  hyperboloïde  gauche  du  quatrième 
degré,  dont,  ainsi  que  cela  devait  être,  les  sections  horizontales  sont 
toutes  des  ellipses.  Les  sections  faites  par  l'axe  des  :  sont  des  hyper- 
boles du  quatrième  degré  dont  les  asyniplotes  font ,  avec  le  plan  ho- 
rizontal,  des  angles  égaux  à  7.  Ces  asymptotes  forment  une  surface 
gauche  du  quatrième  degré. 
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On  peut  déterminer  la  courbe  des  soinmels  |)ai'  les  équations  (49 
et  (5i)  des  troisième  et  quatrième  degrés. 

51.  Quand  les  directrices  sont  roctaufjulaires.  Ies()  lindres  verticaux 
qui  contiennent  les  courbes  des  foyers  et  des  sommets  se  réduisent  à 
deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  z,  et  sont  inclinés  à  45  degrés 
sur  les  plans  verticaux  coordonnés.  Pour  avoir  les  équations  des 
courbes  dans  ces  plans,  il  faut  supposer  dans  les  équations  (jo)  et  (rïO 

5  =  90  degrés     et   "kf-^''':^y  ^'^'-^^ 

V' 

en  appelant  fji  l'abscisse  iiorizonlale  comptée  à  partir  de  l'origine. 

On  trouve  que  les  courbes  des  foyers  et  des  sonmiets  ont  poin- 
équations  : 

Dans  le  premier  pian, 

^-  :=  4  «2  cos  a  cot  G  , 
z  =  ±  fj.  tang  (7  —  a  sin  (7; 
dans  le  second  plan  , 

|x°  =  —  ^nz  cos  (7  cot  G  , 
z  =  ±  fj.  tang  (7  +  rt  sin  a. 

On  voit  que  la  courbe  des  foyers  forme  i\tu\  paraluilcs  doul  les 
sommets  sont  à  l'origine. 

Chaque  ellipse  a  ses  deux  foyers  sur  la  même  parabole. 

La  courbe  des  sommets  se  transforme  en  quatre  lignes  droites  (}ui 
sont  des  génératrices  de  la  surface  (5i);  elles  sont  deux  à  ileux  tan- 
gentes aux  jiarallèles  des  foyei's  dans  les  points  où  ces  courbes  ren- 
contrent les  directrices.  Cbaque  ellipse  a  un  sonnnef  sur  chacune  des 
quatre  lignes  droites. 

ha  Jig.  8  représente  un  plan  vertical  mené  par  Tune  des  deux  direc- 
trices 1)D';  l'autre  directrice  se  projette  en  un  point  O".  Les  lignes  SS', 
S,  S',  qui  passent  par  ce  point  O"  et  qui  forment  avec  DD'  les  angles 
±:  (7  contiennent  les  grands  sommets  au-dessus  de  l'horizontale  Ou.  et 
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les  petits  soininels  au-dessous.  Les  foyers  des  ellipses  situées  au-dessus 
de  Ofi  sont  sur  la  parabole  FOF'  dont  le  foyer  J  se  trouve  par  la 
construction  du  triangle  isocèle  O'O'J.  L'autre  parabole  a  également 
son  sommet  en  O;  son  foyer  est/';  elle  se  projette  sur  Oz'  ainsi  que 
les  deux  droites  des  sommets  qui  se  croisent  en  O'.  La  surface  gauche 
décrite  par  la  droite  mobile  se  projette  tout  entière  sur  l'espace  angu- 
laire SO"S, ,  S'O'S, .  Les  deux  paraboles  étant  tangentes  au  plan  hori- 
zontal de  projection,  en  un  même  point,  les  deux  foyers  de  l'ellipse 
que  contient  ce  plan  se  confondent  en  un  seul.  On  trouve,  en  effet, 
que  l'équation  (5[)  donne  un  cercle  quand  on  y  suppose  ô  =  90  degrés 
et  z  =  0.  Ce  résultat  s'accorde  parfaitement  avec  ceux  du  u"  19. 

Saiiil-Nazaire,  le  ii  sepiembri-  iSJy. 
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Démonstration    éléntcntairc    d'u/ic  piopositiun    relut i\i    nui 
diviseurs    de   x^  -\-  A >■  ; 

Pah  m.  hermite. 


Je  dis  que  p  ilésignaiit  un  diviseur  de  la  formule  x^  -f-  Aj'",  une 
jjuissauce  conveiiabletneut  déterniitiée  de  p  pourra  toujours  être 
représentée  par  cette  foinie,  c'est-à-dire  qu'on  pouira  loujours  faire 

p''=^X"--^-  AY\ 

Soit  pour  tuie  valeur  entière  quelconque  de  y.,  a,  une  \aliMir  d»- 
\  —  À  fmod.  p'^)  :  l'expression 

représentera  toujours  des  nombres  entiers  divisibles  par  p',  et  je  ili> 
en  premier  lieu  qu'on  pourra  toujours  déterminer  x  et  j-  de  telle 
manière  qu'on  ait 

j; <     >.    \  A  . 


Eu  effet,  il  suffira  de  développer  en  traction  continue  —  i  juscpi'à  ce 

F" 
qu'on  arrive  à  une  réduite  telle  que  son  dénominateur  étant  moindre 

que  — r  1  cette  limite  soit  atteinte  ou  surpassée  par  le  dénonnuateur 

y/A 
de  la  réduite  suivante.  Les  valeurs  de  x  et  j  seront  respectivement 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  réduite.  Cela  posé,  on  voit 
que,  par  une  infinité  de  valeurs  de  /x,  on  aura  la  représentation  d'un 
même  multiple  de  p"  par  la  forme  .r*-t-  Xj*.  .\insi.  en  uomm.int  A 
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ce  multiple,  on  trouvera  nécessairement  deux  équations 

kp"  =  .r*  +  \j^, 
kp'"^  =  jr'--+-  A;''-, 

clans  lesquelles  x  —  x'  et  j  —  y'  seront  à  la  fois  divisibles  par  k. 
Sous  cette  condition  il  vient ,  en  multipliant  membre  à  membre  les 
deux  équations  précédentes, 

Or  xy' — j'x'  est  divisible  par   k.   puisqu'on   a 

x^x',     y^  y'     (  mod  k)  ; 

donc  il  en  est  de  même  de  xx'  -\-  ^yj' -,  et  finalement  la  puissance 
u.  -I-  y.'  de  p  se  trouve  bien  représentée  par  la  forme  .r^  +  kj"^. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  démonstration  toute  semblable  s'ap- 
plique au  cas  de  A  négatif;  on  a.  au  reste,  un  théorème  plus  général 
et  dont  voici  l'énoncé  : 

«  p  étant  un  diviseur  de  la  norme  d'un  nombre  complexe  quel- 
>  conque,  formé  avec  les  racines  iré'""'^  de  l'unité,  on  pourra  tou- 
»  jours  déterminer  luie  puissance  entière  de  p ,  qui  soit  représentée 
»   précisément  par  cette  norme.    » 
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